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M etode fractale folosite pentru studierea proceselor economice

Ec. Elena ZERFUS

Tn cadrul articolului voi Tncerca sa pun in lumina legatura intre fractali s domeniul economic. Mai
exact intre fractali s procese economice considerate pana nu demult ca fiind aleatoare (urmarind o
lege de didtributie Gauss). Scopul acestel legaturi este de a clarifica 0 houa viziune asupra
conceptelor de ordonat, haotic, aleator. Acesti trei termeni stau la baza tuturor teoriilor fractale,
influenténd concluzile analizelor bazate pe aceste teorii.

Cuvinte cheie: fractali, procese aleatoare, haos.

1. Introducere

Sa ne imaginam o ntreprindere, iar in ea o
anumita sala cu ma multe posturi (birouri).

La fiecare post este céte un functionar, care
trebuie sa lucreze trei dosare pe zi. Cum
decurg lucrurile Tntr-un astfel de sstem?

O parte din functionari nu se vor apuca de
lucru imediat, iar dosarele se vor strange pe
birou. Cei care au mai multe de lucrat, vor
Tncerca sa le plaseze in dregpta sau in sténga,
pentru asi elibera birourile s pentru a face
fata noilor dosare care vin. Cei care primesc
de la colegi evident ca se vor incarca s €

Tncercand la randul lor sa scape de incar-
catura.

Apare astfel 0 avdlansa de dosare, iar la prima
vedere sistemul pare cas-adereglat total si ca
s-ainstaat haosul (mai aes ca apar dosare
care ies pe fereastra).

Daca ne uitam Tnsa la ceea ce iese din Sstem,
vom observa ca intervalele de timp de succe-
siune a dosarelor, cresc in timp dupa o lege de
putere. Aceasta inseamna ca de fapt sistemul

se dlaintr-o stare de reorganizare,

Concluzia: Haosul nu inseamna atceva decét
0 stare de reorganizare a unui Sstem.

Sistemul exemplu dat mai sus are multe ca-
raceristici ale celor reale s putem distinge la
e trei stadii: acumularea, saturatia, reorgani-
zarea sau haosul. Aceste trei stadii se repetain
timp s compun de fapt un nivel de echilibru
a sstemului.

2. Proprietati alefractalilor
Metoda de analiza se bazeaza pe proprietatile
fractalilor s anume:

- fragmentare la infinit (o infinitate de
elemente componente)

- autosimilaritate care este definita in teoria
fractalilor ca fiind proprietatea unui obiect

de a avea orice detaliu a intregului sau ase-
manator cu acesta la orice scara.

- invarianta la trandatii - reprezinta
proprietatea unui obiect fractal, de a regasii

un detaliu al sau, prin suprapunerea acestuia
peste o alta zona a fractalului dupa transla-
tarea pe o anumita directie.

- dimensiune fractionara sau “dimensiune
fractala’ sau “dimensiune de autosimilarita
te’.

3. Metode de calcul
a) metoda clasica folosita in cazul frac-
talilor liniari unde :

D=InN2/In N1 D
iar N2 reprezinta numarul de replici obtinute
prin similaritate pornind de la N1 obiecte
initiale:
b)metoda “ Sand box” sau metoda cutiei
cu nisp [4] folosita in genera pentru frac-
tali oarecare.

Se alege un prim punct (pozitie amplasa-
ment ) al fractalului ca origine an cercuri cu
raze Ri< Rx<... <R, unde R, ma mica decit
raza R a fractalului, apoi se numara cite
puncte (pixeli) M(R) din fiecare cerc i
(uneori este mult ma usor sa se aleaga n
patrate de laturi L, Ly, .... L, Tnloc de
cercuri).

Repetam aceasta procedura, aegind alte
puncte ca origine a n cercuri S determinam
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numarul corespunzator de puncte M;(R )
j=2,3, .., m in fiecare cerc.
Calculam media numerelor M(R;) astfel:

MR)== 4 Mi(R) @
mi5

Se determina punctele M(R)) dependente de
R, intr-o functie logaritmica.
Panta dreptel de regresie, pentru mai multe
vaori ade lui R determina dimensiunea
fractala. Pentru a se evita anumite efecte de
granita trebuie ca razele cercurilor sa se
aleaga ma mici decit raza fractaului.
c) metoda “Box counting” sau metoda
casutelor numarate [4]
Se deseneaza o retea de linii pe fractal care
constau din My? patrate s determinam nu-
marul patratelor de care este nevoie pentru a
fi acoperit fractalul, dupa care alegem o re-
tea mai fina cu My?>> M4® s tot asa mai de-
parte se dege Mn>> Mm1® ... >M>> M4,
lar la fiecare pas se calculeaza numarul de
patrate necesare pentru a fi acoperit frac-
talul. Notam numarul de patrate respectiv
S(M1)...S(Mp), dupa care se face aproxi-
marea dupa o functie putere S(M)@N®
(unde df reprezinta dimensiunea fractala).
Determinand S(M) in functie de /M intr-o
functie logaritmica dubla vom obtine prin
panta pe df.
Pentru a fi Tnbunatatita valoarea lui df se pot
face prelucrari statistice pentru mai multe
realizari (generari) ae fractalului.

4. Metode de analiza ale seriilor detimp
M iscar ea Browniana fractala [ 8]

Robert Brown a fost primul care a observat
miscarea aleatoare a particolelor de polen.
Brown, in urma studiilor facute gunge la
concluzia ca moleculele, macromoleculele,
virusii, precum s alte particule sunt supuse
fluctuatiilor termice (se aflan continua mis-
care ciocnindu-se aleator datorita energiel
termice pe care 0 poseda).

Miscarea unel particule vazuta la microscop
este alcatuita aparent din pasi efectuati n
directii diferite. Fiecare pas avand o lungime
caracteristica. Crescand rezolutia microsco-

pului S pe cea temporaa se observa o mis-
care Similara. Dupa cum se cunoaste, Th mis-
carea Browniana, distanta parcursa de o par-
ticula ntr-un interval de timp este inde-
pendenta de deplasarea ei intr-un alt interval
detimp.
Mandelbrot a fost primul care a observat
posibilitatea folosirii miscarii Browniene in
studiul “miscarilor din ate domenii (exem
plu: evolutia valorii la bursa a unui titlu sau
evolutia unei valute). Mandelbrot introduce
notiunea de miscare fractala ca o generali-
zare a miscarii Browniene. Functia miscarii
Browniene este:
se considera un proces aeator Gaussian,
normat cu probabilitatea p s deplasarea
particulei dat de ecuatia:
X(0)-X (to)| @lto-t[" ©)

unde cu H s-a notat exponentul Hurst.
Pentru orice momente t si tp St H=1/2 avem
0 miscare Browniana normala iar pentru
HI (0,1)\{1/2} avem o miscare Browniana
fractala. Folosind ecuatia (3), putem deduce
pentru variabilele miscarii fractale media
nula "~ X;(t)=0. Diferenta intre cele doua
miscari este aceea ca miscarea Browniana
fractala prezinta corelatii la o scara infinit de
lunga.
Putem defini functia de corelare ntre cres
terile X;(t) de la momentele viitoare de timp
S cresterile -X¢(-t) de la momentele ante-
rioare de timp:

CH)=-Xs(-t)eXe(t)/Xe()* =2"" (4
Deaici sunt trase concluziile:
1.Pentru H=1/2 C(t)=0 pentru orice t, deci
nu exista nici o corelatie in aceste procese.
2.Pentru H 1/2 C(t)* 0 dar functia de core-
|atie este independenta de timp. Aceasta pro-
prietate conduce la doua cazuri particulare:
a) H>1/2 apare persistenta. In acest caz
existenta unei tendinte crescatoare la un mo-
ment anterior de timp implica o tendinta
crescatoare la un  moment de timp viitor
pentru timpi oricét de mari s invers.
b)H<1/2 apare antipersistenta, caracteristica
sistemelor cu auto-reglare. In acest caz, o
directie crescatoare la un anumit moment
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anterior implica o tendinta descrescatoare la
un moment viitor S invers.

Analiza domemeniului rescalat (sau ana-
liza R/S) (descrisa in detaliu Tn “Long-Term
Storage: An Experimental Study“ - Hurst
1965)

Mandelbrot (1972) a aratat ca analiza R/S
este Tn general un test de dependenta in timp
pentru serii pe perioade foarte lungi.

Avand un proces aeator X(t) definim sem
nalul seriei numerice:

X'(9) = OX (u)du Q)

Impartind semnalul in domenii de latura d,
se calculeaza pentru acest d R astfel:
R=R(t,d)=max{ X (t+u)- X (1)- u<X (t+u)>]
e (6)
unde:
t+d

oX(u)du

<X(t)>= tT (7)

Metoda R/S se bazeaza pe calcularea unui
raport R/S unde R este Ry(t,d) iar S este aba-
terea standard a seriel X(t) pe subseria de
latura d deci S(t,d).

Pentru a utiliza o astfel de statistica pentru
serii de timp care sunt discrete { X(1), X(2),
X(@3), ..., X(T)} se aproximeaza media pe
domeniul d si rezulta:

R=Ry(t,d)=max{ X* (t+u)-X*(t)-

(W/d)[X* (t+d)-X* (D]} - min{ X* (t+u-X* (T)-
(Wd)[X* (t+d)-X* ()]}

Unde: X*(t)= é X(u) .
1

O Tnlocuire similara pentru abaterea stan
dard partidla conduce la:

SA(td)=
%é‘{X(Hu)'%[X*(Hd)- X" OI? (9

Daca d=1 R(t1)=S(t,1)=0 s R/S este
nedeterminat iar daca d=2, atunci
R(t,2)/S(t,2)=2 din acest motiv se alege n
general o 3.[4]

Hurst a descoperit faptul ca R/S depinde de
dintr-o lege de putere astfel:

rRis@" (10)
H este estimat prin intermediul metodei ce-
lor mai mici patrate:
log(Ry/Sy)=a +blog(n)+e (11)
pentru diferiti d.
Interpretam pe b ca fiind statistica H, a
termenul de interceptare care ofera informa
tii despre distributia datelor. Daca se face
presupunerea ca seria este distribuita normal
(Gauss) s ca procesul este independent cu
variatii finite atunci

Ry/Sq=(pn/2)¥? (12)
Deoarece ecuatia de regresie (11) este apro-
ximata cel mai bine de

Ry/Se(@an® (13)
la o distributie normala, rezulta caa in acest
caz trebuie safie p/2.

5. Concluzii
Aceste tendinte de autocorelare sau obser-
vat s in seriile de timp care inregistreaza
evolutia unor fenomene care erau considera-
te pana nu demult ca fiind aleatoare.

Evolutii bursiere, evolutii de stocuri,
evolutii pe piata de valori
S-a demorstrat ca evolutia cotatiei unei
actiuni la bursa de valori (ca de asemenea
pretul valutel sau variatia cotatiilor la bursa)
reprezinta o serie temporala autocorelata.
Pretul unei actiuni la momentul curent de-
pinde de pretul inregistrat la un moment an
terior de timp, ceea ce Thseamna ca evolutia
acestuia nu este aleatoare. Determinand di-
mensiunea fractala a acestor serii se f¢8) esti-
mari ae evolutiilor viitoare.
Prin aceasta sa demonstrat ca de fapt atunci
cand vorbim despre evolutie haotica ne re-
ferim la o evolutie a carei lege de desfasu
rare este una de autocorelare.
Folosind aceste metode am dezvoltat o apli-
catie de determinare a dimensiunii Haus-
dorff pentru serii de timp. Mai jos se poate
observa o serie de timp a carei dimensiune
Hausdorff afost determinata cu aceasta apli-
catie. Seria este una de test si afost generata
dupa o metoda de generare de serii de timp
cu medie s dimensiune fractala data.
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5]
e
8
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-1.5112 -4.1046 a1
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3 -0.0253 -4.1308 a1
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13 0.2435 -2.9518 Bz
14 -1.2509 -4.1988 g1
15 0.5514 -3.6435 5z
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|=> Panta dreptei de regresie =Dimensiunea Hausdolffl 8:585
| Murnar de inregistrari; 4000 A
Nu de mult timp s-a gjuns la concluzia (prin temp[k]= X[k]-media(X,j,j+);
experimente), ca aceste fenomene considera- X1[k]~ X1[k]+temp[K];
te aeatoare (urmarind o lege de distributie endfor
Gaussiana) depind de fapt Tn mare masura for k=n-rest(n/i) to n do
de nivelurile Tnregistrate anterior. temp[k]- X[k]-media(X,n-rest(n/1),n);
Simulari X1[K]- X1[k]+temp[K]; //seria X integrata
Prin utilizarea de numere pseudoal eatore (si- endfor
ruri autocorelate de dimensiune fractala data R- R+max(X,j,j+i)
la smularea unor fenomene de tipul celor S Ststd(X1);
mentionate mai sus). endfor
Rv[i]= R/int(n/i);
6. Anexe _ SV[i]~ Slint(ni);
Algoritmul smplu de determinare a expo- endfor
nentului Hurst este urmatorul: IIv este un vector a timpului actualizat de la
1(12,...,n)
procedure Hursi(n,x) H=regresie(log(Rv/Sv),log(V));
/In lungimea seriel de date return H
/X valorile seriel
. endprocedure
fori=3tondo P
for j=0to nrrest(n/i) do 7. Bibliogr afie
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