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Cashier Problem: a Greedy Algorithm and an optimal Solution

Prof.dr. Nicolae GIURGITEANU
Facultatea de Economie si Administrarea Afacerilor, Universitatea din Craiova

We will remind briefly the cashier problem. A cashier has leeway a range of different
fractional coins and has to pay a certain amount using the most reduced number of coins. If
we mark the pay-desk monetary with P = {pl,...,pn } each p; having as denomination d; and

with A the final sum, the cashier must determine a coins subset S = {ql,...,qm}of P, so

that A = Zqidi. In order to solve this problem, there are several solutions consisting in
i=1

greedy algorithms. Although there is an optimal solution, in the present article we will high-

light a greedy algorithm and an optimal solution for this problem. The solution known at the

time being use a lot of memory and, in addition, is difficult to justify, occurring the risk of

misunderstanding by the reader. Our solution is simpler and uses little memory.
Keywords: greedy algorithm, cashier problem, optimal solution

unerea problemei

Problema casierului consta in urmatoa-
rele: S& presupunem ca intr-o casierie (un
bancomat etc.) se gaseste o anumitd suma de
bani. O persoana oarecare se prezinta la ghi-
seu si solicitd un anumit rest. Se pune pro-
blema sa se restituie acest rest folosind un
numar cat mai mic de monede.
O astfel de problema se incadreaza foarte bi-
ne in categoria problemelor de optimizare.
Dar, se stie ca, in general, aceste probleme
admit mai multe solutii si, din acestea, se
alege solutia optima. Cu alte cuvinte, Tn aces-
te probleme, se cere gasirea unei solutii care
realizeazd un minim sau un maxim al unei
functii, numita functie obiectiv.
Un algoritm greedy este o tehnica de gasire a
unei solutii optime pentru o anumitd proble-
ma. El rezolva problema prin cautarea soluti-
ei optime folosind optime locale, adica el va
cauta solutia pentru o subproblemd mai sim-
pla, inaintand din aproape In aproape, catre
solutia problemei initiale. Aspectul lacom,
(greedy), al algoritmului apare prin faptul ca
el alege intotdeauna solutia optima, pentru o
subproblemad, incercand, ca in final, sd obtina
solutia optima a intregii probleme, fard s se
mai uite Tnapoi. Algoritmul greedy nu garan-
teazd obtinerea solutiei optime a problemei,

el garanteaza doar faptul ca aceasta are o so-
lutie greedy.

Daca algoritmul greedy se dovedeste a fi co-
rect, atunci timpul sau de executie creste lini-
ar cu dimensiunea problemei.

Un astfel de algoritm construieste solutia
problemei in mod iterativ. La fiecare iteratie
algoritmul foloseste o regula greedy, pentru
efectuarea alegerii elementului dintr-o lista
de elemente prioritare. Odata efectuata o ale-
gere a unui element, acesta niciodata nu va
mai fi luat in considerare pentru obtinerea
unei eventuale alte solutii mai bune si acesta
este motivul pentru care algoritmul se nu-
meste greedy. In general, aceastd reguld
greedy poate fi exprimatd prin intermediul
notiunii de candidat posibil pentru construi-
rea solutiei. In acest fel, fiecare iteratie eli-
mind urmatorul, cel mai bun candidat din lis-
ta si verificd daca solutia permite alegerea
unui alt candidat In vederea construirii solu-
tiei problemei. Algoritmul se termind doar
atunci cand lista de posibili candidati este vi-
da.

In cele ce urmeaza vom rezolva problema ca-
sierului printr-un algoritm care seamand cu
algoritmii greedy, dar foloseste si alte tehnici
decat cele greedy. Algoritmul implementat in
Java este prezentat in Figura 1, iar justifica-
rea sa se va face ulterior.
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Programul Java pentru rezolvarea problemei

//RestB

ancomat. java

import java.io.*;

public

class RestBancomat{

static int n,k,i,j,tot=0;
static int c[]1.r[10].dL[];
public static void main(String arg[]){

System.

"™)+d[ 1

int [] d={1,3,6,8,9,12};
int m=d.length;
out_printIn(’'Dati numarul a carui descompunere o vreti ");
n=readlnt();
int minC=0, 1in=0,minR=0,minc=0,minr=0,kh;
String h=" ";
int c[][]=new int[m][n+1];
int r[J[]=new int[m][n+1];
constMatrici(c,r,d,n,m);
System.out.printIn("'Pentru scrierea lui "+n+" se folosesc ");
do{
minR=r[m-1][n];
minC=c[m-1][n];
lin=m-1;
k=m-1;
while(c[k][n]==0)
k--;
if(k==0){
1in=0;
minR=0;
minC=c[0]1[n];

else{
lin=k;
minR=r[kK][n];
minC=c[k][n];
minc=c[k-1]1[n];
minr=r[k-1]1[n];
if(1ExistadMmR(minc,minr,d,m,minC,minR)){
lin=k-1;
minR=minr;
minC=minc;

}

System.out.printInCh+minC+((minC>1)?" monezi de tipul
in]);

tot+=minC;

n=minR;

h=""+ "
Jwhile(n!=0);
System.out.printIn(’’'Un total de "+tot+" monezi');

static boolean ExistadMmR(int c, int r,int d[],int m, int C,int R){

int minR,minr;
minR=R/d[0];
for(int j=1;j<m;j++){
if(R>=d[D)
if(minR>=(R/d[J]))
minR=R/d[j];

}
minr=r/d[0];
for(int j=1;j<m;j++){
if(r>=d[jD)
if(minr>=(r/d[j]))
minr=r/d[j];

iF(minR+C<=c+minr)
return (true);
else
return (false);

moneda de

tipul
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static void constMatrici(int c[][1.int r[1[].,int[] d,int n,int m){

Ffor(i=0;i<m;i++)
for(=0;j<n+1;j++){
c[i1[§1=0;
r[i101=0;

For(i=0;i<m;i++){
for(g=1;j<n+1;j++){
clLillil=j/d[i];
ifg>dLiD)

rlLil0l=3-cLillil™d[i];

}
¥
public static String citLinie( ) {

BufferedReader stdin = new BufferedReader(
new InputStreamReader(System.in));

String str="";
try {

str = stdin.readLine();

}
catch( I0Exception e) {

System.out.printin('1/0 error™);

}

return str;

public static int readlnt() {
String str = citLinie() ;
int 1 =0;
try {
1 =

Integer.parselnt(str) ;

catch(NumberFormatException e) {
System.out.printIn("'Format ilegal™) ;

}

return i;

}

Justificarea algoritmului

Ideea de baza din acest algoritm vine din
programarea dinamicd §i anume, vom creea
doud tablouri bidimensionale: unul cu ele-
mente c(i,j), jdela / lansiidela/lam, ce
vor da numarul maxim de monede necesare
constituirii  sumei j, folosind  doar
denominarea d;, iar cel de-al doilea, cu ele-
mente r(i,j), ce ne vor furniza restul care ra-
mane neacoperit din suma j cu monede de ti-
pul d;. #n aces fel ¢(2,5) va contine numarul
maxim de monede d, necesar constituirii lui
5, iar r(2,5) va contine restul neacoperit din
suma j cu monede de tip d.

Acum, problema este foarte similara celei a
coeficientilor binomiali. Pentru aceasta avem
nevoie de niste valori initiale si de o regula
prin care sd calculdm coeficientii c(i,j) si
r(i,)).

Este evident ca valorile initiale sunt 0, iar din
descrierea facutd elementelor c(i,j) si r(ij)

rezultd imediat un mod direct de calcul si
anume:

c(i,j)=j div d,

r(ij)=j-c(ij)*d,

Dupa construirea celor doud tablouri, con-
form regulilor de mai sus, se stabilesc sumele
minime, din fiecare tip de moneda d;, pentru
acoperirea lui n. Sa observam, din regulile de
calcul ale coeficientilor celor doud tablouri,
ca numarul minim de monede necesar acope-
ririi lui 7 este dat de suma elementelor c(i,j)
care ni-1 da pe n.

Sa observam cd pentru un numadr j fixat,
cli, j)> c(i +1, ), oricare ar fi i de la I la m-
1. In ceea ce priveste resturile 7(7,j), nu mai
putem spune acelasi lucru, sunt posibile ori-
care din situatiile: (i, j)<r(i+1,7)
(i, j)=r(i+1,7), r(i, ) > r(i +1,5).

Pentru stabilirea numarului minim de mone-
de care acopera pe n, un numar natural dat, se
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procedeaza astfel:

Se determina cel mai mic cat, ¢ si acesta se
determina conform situatiilor 1 si 2 de mai
jos:

(1) daca r(i+1,n)<r(i,n), tindnd seama ca
c(i+1,n)<c(i,n) , se alege minimul ca fiind
c=c(i+1,n);

(2) daca r(i+1,n)>r(i,n), atunci se verifica
daca exista posibilitatea ca

a)r(i+1,n) sa fie acoperit cu un numar mai
mic de monede decat r(i,n);

b)r(i,n) sa fie acoperit cu un numar mai mic
de monede decat r(i+1,n).

Daca se intampla cazul a), atunci se conside-
rd minimul ca fiind c=c(i+1,n), altfel se con-
sidera minimul ca fiind c=c(i,n).

Dupa aceasta, n locul numarului initial # se
considera restul care a contribuit la stabilirea
lui c. Mai exact in primul caz n = r(i +1,7),
iar 1n cel de-al doilea caz

{r(i + l,n), subcaz a

r(i,n),

Dupa care lucrurile se reiau cu stabilirea lui
c. Acest lucru continud pand se epuizeaza

eqe w e

n= )
subcaz b

0.
Observatii. 1. Sigur ca algoritmul se termina
in timp, deoarece la fiecare pas se ia in con-

public static void main(String arg[]){
int [] d={1,16,22,39};
int m=d.length;
boolean sol=false;

siderare un rest care In ultimd instantd va
ajunge 0.

2. Algoritmul este clar ca este un algoritm
greedy, el merge foarte bine pe unele cazuri,
pentru altele insa nu furnizeaza solutia opti-
ma. De exemplu n=48 si sistemul de
denominari 1, 16, 22, 39.

Solutie optima

Cu toate ca algoritmul de mai sus este unul
de tip greedy, totusi realizarea lui ne-a facili-
tat obtinerea unui algoritm care sd obtina so-
lutia optima intotdeauna. Acest nou algoritm
determind toate solutiile posibile, care nu
sunt mai multe decat numarul tipurilor de
monede. In final, din aceasta multime se ale-
ge solutia cea mai bund, adica cea care aco-
perd suma cerutd cu un numar minim de ti-
puri de monede.

Ideea de baza este urmatoarea:

1. se determina cea mai mare denominare,
d[j], mai mica decat n, suma dats;

2. se determind numarul de astfel de mone-
de care acopera suma n si 1n acest sens se fo-
loseste formula minC=n d[j].

3. Se procedeaza asemandtor pentru restul
acestei Tmpartiri minR.

Noul algoritm obtinut, numai partea distincta
a sa, este prezentat mai jos.

System.out.printIn("Dati numarul a carui descompunere o vreti ');

n=readlnt();

int minC=0, 1in=0,minR=0,minc=0,minr=0,s1,1=0;

sl=Integer MAX_VALUE;
String h=" ";

System.out.printIn("'Pentru scrierea lui

for(g=m-1;j>0;j--){
if(n>=d[i1){
minC=n/d[j];

"+n+" se folosesc ");

minR=n-minC*d[j];
CautaSolutie(minC,minR,m,d,sol,h);

if(s<sl){
sl=s;
1=j;
3

}
}
minC=n/d[I1];

System.out.printIn(h+minC+((minC>1)?" monede de tipul ":"

minR=n-minC*d[1];
h="+ ";
sol=true;

moneda de tipul ")+d[1]);

CautaSolutie(minC,minR,m,d,sol,h);
System.out.printin(’'Un total de "+s+" monede');
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public static void CautaSolutie(int minC,int minR,int m,int d[],boolean sol, String
h{
int minc=0;
s=minC;
while(minR!=0){
for(i=m-1;i>=0;i--){
if(minR>=d[i]){
minc=minR/d[i];
minR-=minc*d[i];

s+=minc;
if(sol)
System.out.printIn(Ch+minc+((minc>1)?" monede de tipul ":" moneda de tipul ")+d[i]);
}
¥
}
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