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Original paper which presents and analyses the estimators of the structural parameters in the 
Bühlmann-Straub model, involving complicated mathematical properties of conditional ex-
pectations and of conditional covariances. So, to be able to use the better linear credibility 
results obtained in this model, we will provide useful estimators for the structure parameters. 
From point of view practical, is stated the attractive property of unbiasedness for these esti-
mators. The first section contains a description of the model. In this section we will give the 
assumptions of the Bühlmann-Straub model and the optimal linearized credibility premium is 
derived. In section 2 we give unbiased estimators foe the structure parameters, such that if the 
structure parameters in the optimal linearized credibility premium are replaced by these es-
timators, a homogeneous estimator results. This last estimator can also be shown to be opti-
mal. 
Keywords: the structural parameters, heterogeneity, observable variables, unbiased estima-
tors and unbiased pseudo-estimators. 
 

ecţiunea 1 
Modelul Bühlmann-Straub constă din k 

tipuri de contracte de asigurare non-viaţă sau 
vizează un portofoliu eterogen de k tipuri de 
contracte de asigurare non-viaţă. În continua-
re realizez o descriere din punct de vedere 
probabilistic a acestui model. 
Contractele kj ,1=  implicate de modelul 
Bühlmann –Straub le-am reprezentat din 
punct de vedere probabilistic sub forma vec-
torilor aleatori bidimensionali de componente 

jθ  şi '
jX , unde: - prima componentă a vecto-

rului, adică jθ  este parametrul de risc aleator 
neobservabil din contractul j,deci variabila 
aleatoare reală ce descrie caracteristicile ris-
cului luat în consideraţie pentru poliţa j, iar: - 
a doua componentă a vectorului, adică  '

jX  
este vectorul t-dimensional (1x t) aleator al 
observaţiilor trX jr ,1, =  efectuate pe durata 
a t (≥ 2) ani asupra contractului j şi anume: 

),...,,( 21
'

jtjjj XXXX = ,deci : '
jX  indică ob-

servaţiile efectuate pe durata a t (≥ 2 ) ani 
asupra poliţei j , iar jtjj XXX ,...,, 21  sunt va-
riabilele aleatoare observabile ale contractu-
lui j sau  jtjj XXX ,...,, 21  reprezintă înregis-
trările din anii 1,2,…,t pentru contractul j , 

sau încă jtjj XXX ,...,, 21  semnifică mărimile 
solicitărilor (cifrele pretenţiilor) de despăgu-
bire din anii 1,2,…,t pentru contractul j; am 
presupus, aşadar, că dispunem de înregistrări-
le solicitărilor de despăgubire pe t (≥ 2) ani 
pentru contractul j, cu kj ,1= . 
Prin urmare, contractul j l-am identificat cu 
perechea (cuplul, vectorul aleator bidimensi-
onal de componente: '

jj X∧θ  (ale căror 
semnificaţii le-am prezentat anterior),unde 

kj ,1= . 
Deci: (contractul j)= ( )', jj Xθ , cu kj ,1= . 
Ipotezele de lucru pentru modelul Bühlmann-
Straub sunt: ( )1BS  Contractele kj ,1= , adică 
perechile, cuplurile, vectorii aleatori bidi-
mensionali ( )', jj Xθ , unde kj ,1= ( prin care 
am reprezentat contractele) sunt independen-
te [fiecare contract este independent de orica-
re alt contract], adică ( )', jj Xθ  este indepen-

dent de ( )'
'' , jj

Xθ , oricare ar fi kjj ,1, ' = , cu 
'jj ≠ . 

( )2BS  Pentru fiecare contract j şi pentru jθ  
dat, variabilele aleatoare observabile 

jtjj XXX ,...,, 21  sunt independente condiţio-
nal, adică variabilele aleatoare condiţionate 

S 
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( )jjrX θ|  cu tr ,1=  sunt independente , ori-

care ar fi kj ,1= . 
( )3BS  Variabilele de structură ale contracte-
lor, adică kθθθ ,...,, 21  sunt identic distribuite. 
( )4BS  Toate observaţiile anuale efectuate 
asupra contractului j, adică jtjj XXX ,...,, 21  

au varianţa finită, oricare ar fi kj ,1= . Deci: 

0<Var( jrX )<∞, oricare ar fi 

kjtr ,1,1 =∧=  
( )5BS  Toate contractele kj ,1=  au în comun 
faptul că mediile lor sunt exprimate prin ace-
eaşi funcţie notată cu µ(·) independentă de r, 

tr ,1= , de timp (de anul observaţiei ), dar 
dependentă de variabilele aleatoare structura-
le corespunzătoare, adică de parametrii de 
risc corespunzători kjj ,1, =θ , sau altfel 
formulând: ─ prima netă de risc a contractu-
lui j de parametru jθ  este definită ca media 
condiţionată (de jθ ) a observaţiilor anuale 
efectuate asupra contractului j şi este notată 
printr-o funcţie µ(·), depinzând de jθ , dar in-

dependentă de r, tr ,1= .  

Deci: trXM jjrj ,1),|()( =∀= θθµ  
 

)( 6BS  Varianţele observaţiilor anuale condi-
ţionate efectuate la nivelul contractului j sunt 
date de următoarea egalitate: 

tr
w

XVar
jr

j
jjr ,1,

)(
)|(

2

=∀=
θσ

θ , 

cu toţi  .owjr >  (De notat, faptul că variabi-

lele aleatoare observabile trkjX jr ,1,,1, ==  
din modelul Bühlmann-Straub indică media 
aritmetică a jrw contracte de parametru jθ  
din modelul clasic Bühlmann grupate împre-
ună la momentul r, după cum urmează: 

∑
=

=
jrw

i

i
jr

jr
jr X

w
X

1

)(1
 unde jr

i
jr wiX ,1,)( =  satis-

fac ipotezele [ ])()();()( '
6

'
1

'
6

'
1 BSBSBSBS −−  

sunt analoagele lui )()( 61 BSBS −  în aceste 

variabile, cu menţiunea următoare pentru 
)( '

6BS : 

)( '
6BS trXVar jj

i
jr ,1),()|( 2)( =∀= θσθ  „toate 

contractele din modelul clasic Bühlmann au 
în comun faptul că varianţele lor sunt expri-
mate prin aceeaşi funcţie )(2 ⋅σ  independentă 
de trr ,1, = , dar dependentă de parametrii de 
risc corespunzători, adică de jθ , cu 

kj ,1= ”). 
 
Observaţii:  
1) Să remarcăm faptul următor: 
 

tqrXXCov jjr jq
,1,,0)|,( =∀=θ  

 
cu r<q, egalitate ce apare ca o consecinţă 
imediată a lui )( 2BS şi ce exprimă că: „ob-
servaţiile condiţionate efectuate asupra con-
tractului j de parametru jθ în ani diferiţi nu 
sunt corelate “, deoarece covarianţa observa-
ţiilor condiţionate efectuate asupra contractu-
lui j în ani diferiţi este nulă,consecinţă fireas-
că a faptului că aceste variabile aleatoare condi-
ţionate sunt independente. 
2) Pentru fiecare contract j( k,1= ) rezultă 
următoarea matrice de covarianţe a observaţi-
ilor condiţionate efectuate asupra contractu-
lui j de parametru jθ  pe durata a t ani şi 
anume: 
 

kjIXCov j
tt

jj ,1),()|( 2),(' =∀= θσθ  
 
Pe baza ipotezelor )()( 61 BSBS −  formulate 
de Bühlmann-Straub şi a parametrilor 
structurali, definiţi de actuari după cum ur-
mează: 
 
1) ( )[ ] rjXMMm jrj ∀∀== ,),(θµ  ← prima 
netă globală de risc, ce indică estimatorul co-
lectiv pentru )( jθµ  ; 

2) ( )[ ] jMs j ∀= ,22 θσ  ← media varianţei ob-
servaţiilor condiţionate efectuate asupra con-
tractului j, ce indică gradul de fluctuaţie al 
contractului individual; 
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3) ( )[ ] jVara j ∀= ,θµ  ←varianţa primei nete a 
contractului j, ce indică gradul de variabilita-
te dintr-un contract,am obţinut folosind me-
toda celor mai mici pătrate, rezultatele liniare 
şi neomogene de credibilitate de la nivelul 
contractului, în speţă primele liniare şi neo-
mogene de credibilitate de la nivelul contrac-
tului, pe care le ilustrez în continuare: „Esti-
matorul liniar şi neomogen de credibilitate 
pentru prima netă de risc )( jθµ a contractului 

j, bazat pe '
jX ( adică pe observaţiile sau în-

registrările individuale efectuate asupra con-

tractului j), notat )(
^

jθµ este: 

a
jjjjj MmzMz =−+= )1()(

^
θµ , unde 

jq

t

q j

jq
jwj X

w
w

XM ∑
=

==
1 .

=(media aritmetică 

ponderată pentru contractul j), ce indică es-
timatorul individual pentru )( jθµ , iar 

2
.

.

saw
aw

z
j

j
j +
=  = (reprezintă factorul de cre-

dibilitate pentru contractul j), adică o ponde-
re a înregistrărilor individuale pentru contrac-
tul j, ce indică de câtă credibilitate se bucură 
acestea, cu .,1 kj = ” 
Expresia pe care am obţinut-o pentru prima 
liniară şi neomogenă a contractului j apare ca 
o combinaţie liniară convexă între estimato-
rul individual al lui ( )jθµ  (reprezentat de 

jM ) şi estimatorul colectiv al lui ( )jθµ  (re-

prezentat de m), unde .,1 kj =  Conchidem, 
afirmând despre modelul Bühlmann-Straub 
că s-au folosit atât observaţiile disponibile la 
nivelul individual, cât şi cele disponibile la 
nivelul global (adică la nivelul colectivului). 
 
Secţiunea 2. 
Pentru a putea aplica în practică primele 
liniare şi neomogene de credibilitate obţi-
nute în cadrul modelului Bühlmann-Straub, 
am construit estimatori ai parametrilor 
structurali necunoscuţi, ce figurează în ex-
presiile acestor prime şi am relevat din per-
spectiva prelucrării statistice a datelor ex-
perimentale calităţile pe care aceştia le po-
sedă şi anume nedeplasarea. 
Pentru „ m “ variabila aleatoare: 

)(
1

.
1 .

0

^

∑∑
==

====
k

j
j

not

jw

k

j

j
zw zzX

z
z

XMm , ce are 

calitatea că: mmM =)(
^

 . 

Pentru „ 2s ”variabila aleatoare: 
2

,

^

)(
)1(

12

jwjs
sj

js XXw
tk

s −
−

= ∑ , ce are calita-

tea că: 2
^

)(
2

ssM =  . 
Pentru „a”variabila aleatoare: 

)

,(),/()1()(

1 ..

.

1 1 1
...

2
...

^
2

...

^ 2

jw

k

j

j
ww

j

k k

j

t

q
jqjj

j
wwjwj

X
w
w

X

wwwwwskXXwwa

∑

∑ ∑ ∑∑∑

=

= =

=

==−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−=

, cu aaM =)(
^

. 

 
Observaţii:  

1) Deoarece 
^
a  prezintă inconvenientul că 

poate lua şi valori negative, în timp ce „a” es-
te nenegativ, am înlocuit pe „a” cu 

),0max(
^

* aa = ,estimator care îşi pierde cali-
tatea de a fi nedeplasat pentru „a”, dar care 
obţine acceptabilitatea ( câştigă admisibilita-
tea). 

2) Dacă„ a “se estimează cu *a ,atunci jz  se 

poate estima cu: 
.

*
^

.
*^

2

j

j
j

was

wa
z

+
= . Inserând es-

timatorii 
^

jz si 0

^
Mm =  în prima de credibili-

tate )(
^

jθµ ,se obţine prima empirică de cre-

dibilitate: jjj
a
j MzmzM

^^^
)1( +−= , care este 
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aşa după cum se poate constata, o combinaţie 
liniară şi neomogenă a tuturor variabilelor 
aleatoare observabile. În cazul folosirii aces-
tei formule, se observa că mMM a

j ≠)( , 

deoarece 
^

jz este dependent de )(
^

0 mM =  şi 

de 
j

M . Aşadar proprietatea atractivă din 

punct de vedere practic a lui a
jM  şi anume 

caracterul nedeplasat este pierdut, dar încă ne 
putem aştepta ca estimatorii rezultaţi să fie 
buni. 

3) Rezultatul )(
^

jθµ  şi estimatorii *
^^

,,
2

asm  
conduc la soluţia modelului Bühlmann-
Straub, în cazul unui estimator optim (adică 
de credibilitate) liniar şi neomogen pentru 

)( jθµ . 
4) La estimarea lui „m” s-a utilizat zwX şi nu 

wwX , deoarece )()( wwzw XVarXVar ≤ . 
5) Se poate releva şi alt estimator, de aseme-
nea nedeplasat pentru parametrul structural 
„a”, care este mai precis un pseudo-
estimator, deoarece definiţia lui conţine pe 
însuşi „a”, adică pe însuşi parametrul ce ur-
mează a fi estimat. Pseudo-estimatorul para-
metrului de structură „a”este următoarea va-
riabilă aleatoare de structură: 

2

1
0

^
)(

1
1 ∑

=

−
−

=
k

j
jj MMz

k
a , ce are calitatea că 

este nedeplasat pentru „a”, ceea ce înseamnă 

că aaM =)(
^

. Motivul luării în considerare a 

estimatorului 
^
a  de mai sus rezidă în aceea 

că 
^
a  prezentat mai devreme împreună cu 

2^

s  

reflectă mai bine decât 
^
a  şi 

2^

s  gradul de ete-
rogenitate. Deci, folosirea primelor liniare şi 
neomogene de credibilitate este posibilă numai 
dacă înlocuim parametrii necunoscuţi impli-
caţi de ele cu estimaţiile acestora prezenta-
te mai înainte. 
6) Dacă parametrul „m” din 

mzMzM jjj
a
j )1( −+=  este estimat prin 0M  

atunci formula rezultantă pentru )(
^

jθµ  re-
prezintă o combinaţie liniară a tuturor va-
riabilelor observabile, ce are pe de o parte 
calitatea de a fi o estimaţie nedeplasată a 
lui „m”, iar pe de altă parte are meritul de a 
oferi rezultatul liniar şi omogen de credibi-
litate. 
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