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A Credibility Model for K Non-Life Insurance Contracts

Lect.dr. Virginia ATANASIU
Catedra de Matematica, ASE Bucuresti

Original paper which presents and analyses the estimators of the structural parameters in the
Biihlmann-Straub model, involving complicated mathematical properties of conditional ex-
pectations and of conditional covariances. So, to be able to use the better linear credibility
results obtained in this model, we will provide useful estimators for the structure parameters.
From point of view practical, is stated the attractive property of unbiasedness for these esti-
mators. The first section contains a description of the model. In this section we will give the
assumptions of the Biihimann-Straub model and the optimal linearized credibility premium is
derived. In section 2 we give unbiased estimators foe the structure parameters, such that if the
structure parameters in the optimal linearized credibility premium are replaced by these es-
timators, a homogeneous estimator results. This last estimator can also be shown to be opti-
mal.
Keywords: the structural parameters, heterogeneity, observable variables, unbiased estima-
tors and unbiased pseudo-estimators.
ectiunea 1 semnificd marimile
Modelul Biihlmann-Straub consta din k
tipuri de contracte de asigurare non-viata sau
vizeaza un portofoliu eterogen de k tipuri de
contracte de asigurare non-viata. In continua-
re realizez o descriere din punct de vedere

sau incd X, X ,.... X
solicitarilor (cifrele pretentiilor) de despagu-
bire din anii 1,2,...,t pentru contractul m; am
presupus, asadar, ca dispunem de inregistrari-
le solicitarilor de despagubire pe t (> 2) ani

probabilistic a acestui model.

Contractele j= Lk implicate de modelul
Bithlmann —Straub le-am reprezentat din
punct de vedere probabilistic sub forma vec-
torilor aleatori bidimensionali de componente
0, st X j , unde: - prima componentd a vecto-
rului, adicd 6, este parametrul de risc aleator

neobservabil din contractul [Jdeci variabila
aleatoare reala ce descrie caracteristicile ris-
cului luat in consideratie pentru polita |i|, iar: -
a doua componentd a vectorului, adicd X,

este vectorul t-dimensional (1x t) aleator al
observatiilor X =Lt efectuate pe durata

at (> 2) ani asupra contractului Esi anume:
X'j =(X;,X 5,0 X ;) deci :Xj indica ob-

jr
servatiile efectuate pe durata a t (= 2 ) ani

asupra politei B, iar X, X X, sunt va-

e X,
riabilele aleatoare observabile ale contractu-

lui jsau X X 55, X, TEprezinta inregis-

J1

e
trarile din anii 1,2,...,t pentru contractul m ,

pentru contractul EL cu j= I,_k

Prin urmare, contractul m l-am identificat cu
perechea (cuplul, vectorul aleator bidimensi-

onal de componente: &, A X , (ale caror
semnificatii le-am prezentat anterior),unde
j=Lk.

Deci: (contractul m)z (ﬁj, X ] ), cu j =1,k.
Ipotezele de lucru pentru modelul Biihlmann-
Straub sunt: (BS,) Contractele j =1,k , adicd
perechile, cuplurile, vectorii aleatori bidi-
mensionali {6, X / ), unde j :I,_k( prin care
am reprezentat contractele) sunt independen-
te [fiecare contract este independent de orica-
re alt contract], adica (ﬁj, X ]) este indepen-

dent de (19,‘,&' ), oricare ar fi j,j =Lk, cu

J
J#J-
(BS,) Pentru fiecare contract j si pentru 0,
dat, variabilele aleatoare  observabile
X;,X ..., X, sunt independente conditio-
nal, adicd variabilele aleatoare conditionate
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(X i |0j) cu r=1,¢ sunt independente , ori-

carear fi j = Lk.
(BS3) Variabilele de structura ale contracte-
lor, adica 6,,0,,...,0, sunt identic distribuite.

(BS,) Toate observatiile anuale efectuate
Xy X

asupra contractului j, adica X p

1
au varianta finita, oricare ar fi j =1,k . Deci:

0<Var( X i )<oo, oricare ar fi

r= E AJ= I,_k
(BSS) Toate contractele j = 1,k au in comun

faptul ca mediile lor sunt exprimate prin ace-
easi functie notatd cu p(-) independenta de r,

rzl,_t, de timp (de anul observatiei ), dar

dependenta de variabilele aleatoare structura-
le corespunzatoare, adicd de parametrii de

risc corespunzdtori 6, j :I,_k, sau altfel

formuland: — prima netd de risc a contractu-
lui Ede parametru @, este definita ca media

conditionatd (de 6¢,) a observatiilor anuale
efectuate asupra contractului Esi este notata
printr-o functie p(*), depinzand de 6, dar in-
dependenta der, r = 1,_1

Deci: |u(0 ) =M (X, |0,),Yr =1t

(BS,) Variantele observatiilor anuale condi-

tionate efectuate la nivelul contractului |ﬂsunt
date de urmétoarea egalitate:

o’ (9)

Var(X, |0,)= V=11

>
Jr

cu toti w, >o. (De notat, faptul ca variabi-

lele aleatoare observabile X, j = I,_k,r = 1,_t
din modelul Biihlmann-Straub indica media
aritmetica a W ' contracte de parametru 6,

din modelul clasic Bithlmann grupate Tmpre-
und la momentul r, dupd cum urmeaza:

1 Wj»/, ()
i z Jr
er i=1

fac ipotezele (BS))—(BS,):|(BS))-(BS,)]

sunt analoagele lui (BS,)—(BS,) in aceste

(i) . .
unde X ',i=1,w, satis-

variabile, cu mentiunea urmadtoare pentru
(BS,):

(BS;) Var(X10,)=0(0,),Vr=11t ,toate
contractele din modelul clasic Bithlmann au
in comun faptul ca variantele lor sunt expri-
mate prin aceeasi functie o”(-) independenti
de r,r= E , dar dependenta de parametrii de

risc adica de 6., cu

corespunzatori, f

j=1k)

Observatii:
1) S& remarcam faptul urmator:

Cov(X

X 160,)=0,9r.g=1t

Jr?

cu r<q, egalitate ce apare ca o consecintd
imediata a lui (BS,)si ce exprimd ca: ,,0b-
servatiile conditionate efectuate asupra con-
tractului m de parametru 6¢,in ani diferiti nu

sunt corelate ““, deoarece covarianta observa-
tiilor conditionate efectuate asupra contractu-
lui m in ani diferiti este nuld,consecinta fireas-
ca a faptului ca aceste variabile aleatoare condi-
tionate sunt independente.

2) Pentru fiecare contract m(z 1,k) rezulta
urmatoarea matrice de covariante a observati-
ilor conditionate efectuate asupra contractu-

lui j de parametru 6, pe durata a t ani si

anume:

Cov(X ,10,)=1""c7(0,),Vj =1k

Pe baza ipotezelor (BS,)—(BS,) formulate

de Biihlmann-Straub si a parametrilor
structurali, definiti de actuari dupd cum ur-
meaza:

1 m=M|uo,)|=M(X,),¥),¥r — prima
netd globala de risc, ce indica estimatorul co-
lectiv pentru 1(6,) ;

2) =M [0'2 (19/ )l Vj « media variantei ob-

servatiilor conditionate efectuate asupra con-
tractului j, ce indicd gradul de fluctuatie al
contractului individual;



110

Revista Informatica Economica, nr. 4 (36)/2005

3)a= VarLu(Gj )J, Vj «—varianta primei nete a
contractului j, ce indica gradul de variabilita-
te dintr-un contract,am obtinut folosind me-
toda celor mai mici patrate, rezultatele liniare
si neomogene de credibilitate de la nivelul
contractului, in spetd primele liniare si neo-
mogene de credibilitate de la nivelul contrac-
tului, pe care le ilustrez in continuare: ,,Esti-
matorul liniar §i neomogen de credibilitate
pentru prima netd de risc x(6,)a contractului

[l bazat pe X 'j( adicd pe observatiile sau in-

registrarile individuale efectuate asupra con-

tractului E|), notat (0, ) este:

wo)=z,M;+(1-z,)m=M7| unde

M,=X,, z Y —=X, F(media  aritmetica
q=1 W

ponderata pentru contractul [j), ce indici es-

timatorul individual pentru = w«(0,), iar
aw; L
z; =—— | = (reprezintd factorul de cre-
aw; +s

dibilitate pentru contractul m), adica o ponde-
re a inregistrarilor individuale pentru contrac-
tul |ﬂ ce indica de cata credibilitate se bucura
acestea, cu j=1,k.”

Expresia pe care am obtinut-o pentru prima
liniard si neomogena a contractului |j japare ca
o combinatie liniard convexa intre estimato-
rul individual al lui ,u( ) (reprezentat de

a=w ZW (X, -X,,) (k- 1)

i W
W.

I(w

Observatii:

A

1) Deoarece a prezintd inconvenientul ca
poate lua si valori negative, in timp ce ,,a” es-

te nenegativ, am 1Inlocuit pe ,a” cu

a =max(0,a) ,estimator care isi pierde cali-
tatea de a fi nedeplasat pentru ,,a”, dar care
obtine acceptabilitatea ( castigd admisibilita-
tea).

S —Zw =22 W

M ) si estimatorul colectiv al lui y( ) (re-

prezentat de m), unde j =1,k. Conchidem,

afirmand despre modelul Biihlmann-Straub
ca s-au folosit atat observatiile disponibile la
nivelul individual, cat si cele disponibile la
nivelul global (adica la nivelul colectivului).

Sectiunea 2.
Pentru a putea aplica in practica primele
liniare si neomogene de credibilitate obti-
nute In cadrul modelului Bithlmann-Straub,
am construit estimatori ai parametrilor
structurali necunoscuti, ce figureaza in ex-
presiile acestor prime si am relevat din per-
spectiva prelucrarii statistice a datelor ex-
perimentale calititile pe care acestia le po-
seda si anume nedeplasarea.
Pentru ,, “

m variabila aleatoare:

m=M,=X_, Z—X}W(z —Zz) ce are

/1‘ Jj=1

M(m):m .

calitatea ca:

2 L
Pentru .S ’variabila aleatoare:
/\2 1
s = w. (X, -X,), ce are calita-
k(t-1) jz re !
"
tea ca: [M(s)=s|.

Pentru ,,a”variabila aleatoare:

k

,cu|lM(a)=a|

t
J=1 g=1

- . - £ .
2) Daca,, a “se estimeaza cu a ,atunci z, se
> J

*
) " aw,
poate estima cu: z i =
E 2

"
staw,

. Inserand es-

timatorii z,si m=M, in prima de credibili-
tate 4(6,),se obtine prima empirica de cre-

dibilitate: M7 =(-z;,)m+z, M, care este
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asa dupa cum se poate constata, o combinatie
liniard §i neomogena a tuturor variabilelor
aleatoare observabile. In cazul folosirii aces-

tei formule, se observa ca M(M7)#m,

AN

deoarece Z ; este dependent de M (=m) si
de M . Asadar proprietatea atractivd din

punct de vedere practic a lui M7 si anume

caracterul nedeplasat este pierdut, dar incd ne
putem astepta ca estimatorii rezultati sa fie
buni.

A AN
2

3) Rezultatul x(6,) si estimatorii m,s,a’
conduc la solutia modelului Biihlmann-
Straub, 1n cazul unui estimator optim (adica
de credibilitate) liniar si neomogen pentru

u(@,).
4) La estimarea lui ,,m” s-a utilizat X _ si nu
X, ,deoarece Var(X_ )<Var(X,,).

5) Se poate releva si alt estimator, de aseme-
nea nedeplasat pentru parametrul structural
,»a°, care este mai precis un pseudo-
estimator, deoarece definitia lui contine pe
insusi ,,a”, adica pe insusi parametrul ce ur-
meaza a fi estimat. Pseudo-estimatorul para-
metrului de structurd ,,a”’este urmatoarea va-

riabila aleatoare de structura:

ww 2

A

1 & . <
a =le;zj (M, —M,)*, ce are calitatea cd
=

este nedeplasat pentru ,,a”°, ceea ce inseamna

ca |M(a) = a|. Motivul luarii in considerare a

AN

estimatorului @ de mai sus rezida in aceea
A A

2
cd A prezentat mai devreme impreuna cu §

A A

2
reflecta mai bine decit d si S gradul de ete-
rogenitate. Deci, folosirea primelor liniare si
neomogene de credibilitate este posibila numai
daca inlocuim parametrii necunoscuti impli-
cati de ele cu estimatiile acestora prezenta-
te mai inainte.

6) Daca parametrul ,,m” din
M7 =z,M,+(1-z,)m este estimat prin M,

atunci formula rezultantd pentru w(6)) re-

prezintd o combinatie liniara a tuturor va-
riabilelor observabile, ce are pe de o parte
calitatea de a fi o estimatie nedeplasatd a
lui ,,m”, iar pe de altd parte are meritul de a
oferi rezultatul liniar si omogen de credibi-
litate.
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