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The paper makes a short introduction into the consequences of some aspects of financial 
politics over the dynamic optimization at macroecnomic level. 
In this context, based on examples, we present the optimum credit problem, the fiscal politics 
problem, the optimal consumption trajectory and essential aspects concerning sconting and 
depreciation in the continuos time models. 
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ie un model dinamic simplificat la nivel 
macroeconomic, pentru care se notează 

cu y, C şi I , venitul agregat, consumul agre-
gat şi respectiv investiţiile private la nivelul 
economiei. Ca urmare, un model macroeco-
nomic simplu (fără existenţa guvernului-
statului ca agent economic) de determinare a 
venitului este dat de: cyC =  (1) şi yIC =+  
(2). Prima relaţie este o funcţie simplă de 
consum, cu c semnificând înclinaţia margina-
lă spre consum, în timp ce a doua relaţie re-
prezintă condiţia de echilibru. Fiind dată o 
valoare exogenă pentru I, valorile de echili-
bru pentru y şi C pot fi determinate atâta timp 
cât y nu depăşeşte un nivelul maxim posi-
bil(nivelul potenţial), definit ca Y în continu-
are. Y depinde de nivelul fondului de capital, 
K, printr-o funcţie de producţie: 

( )KfYy =≤  (3). 
Se presupune în continuare, de asemenea, că  
venitul agregat  este la nivelul celui potenţi-
al( Yy = ) şi că investiţiile sunt egale cu nive-
lul maxim al economiilor, ( )YcI −= 1 , de 
unde se poate deduce faptul că economiile 
vor atinge nivelul maxim. Pentru a obţine un 
model de creştere se egalează rata netă de 
creştere a fondului de capital cu investiţiile, 
adică: IK =&  (4). 
Ecuaţiile (1) – (4), cu Y în loc de y, constituie 
un model simplu de creştere, cu toate variabi-
lele evaluate la acelaşi moment de timp, ar-
gumentul timp fiind astfel eliminat pentru 
simplificare notaţiei. 
Într-un astfel de model nu se mai află valorile 

echilibrului static, ci se determină forma 
funcţională a variabilelor în funcţie de t. Pen-
tru aceasta se reduc ecuaţiile (1)-(4) la o ecu-
aţie diferenţială în K: (1) – (4) devine 

( ) ( ) ( ),11 KfcYcCYI −=−=−=  şi ţinând 
cont de relaţia (4) obţinem: ( ) ( )KfcK −= 1&  
(5). Această ecuaţie poate fi rezolvată în ra-
port cu K dacă forma funcţionalei ( )Kf  este 
specificată şi dacă este precizată o condiţie 
iniţială, ( ) .0 0KK =  
1. Creditul optim 
În continuare luăm în considerare posibilita-
tea unui împrumut, având drept consecinţă 
creşterea fondului de capital. Fie mărimea 
împrumutului H, cu o rată a dobânzii r. Suma 
care trebuie plătită la data de expirare a cre-
ditului, T, este .rTHe  De asemenea, în conti-
nuare vom folosi funcţia de producţie 

( ) 10,
1

<<
−

= α
α

αKY  şi condiţia iniţială 

( ) 00 KK = . Dacă preţul unitar al capitalului 
este 1 la orice moment de timp, atunci la în-
ceputul perioadei de analiză valoarea totală a 
capitalului8existent plus cel împrumutat) este 
egală cu HK +0  unitaţi de capital. H trebuie 
ales astfel încât să maximizeze nivelul capi-
talului disponibil la momentul T, după ce cre-
ditul a fost înapoiat. Ecuaţia diferenţială (5) 

ia forma: ( )
( )

α

α
KcK

−
−

=
1
1&  sau echivalent 

F 
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( ) ( )c
K
K

−=− 11 αα

&
 (6). Aplicând integrala, 

obţinem: ( ) ( )∫ ∫ −=− dtcdK
K

111 αα , de unde 

( ) KtcK +−=− 11 α , cu K  constantă de inte-
grare (7). Dacă este împrumutată suma H, 
condiţia iniţială este ( ) KHK =+ −α1

0  (8). 

Deci ( ) ( ) ( )[ ] ( )αα −−++−= 1/11
0  1 HKtctK  (9) 

este soluţia pentru .0 Tt <≤  La momentul T 
creditul este înapoiat, iar ceea ce ramâne este 
( ) ( )[ ] ( )( ) rTHeHKHKTc −+++− −−− αααα

0

1/1
01

 (10), şi ridicând la puterea ( ) αα /1−  în am-
bii membri, obţinem: 
( ) ( ) ( ) 11 /11

0 −=+⋅− −− ααα rTeHKTc  şi, în fi-

nal ( )
( )

( )

0

1/1

/1
*

1
1 K

e
TcH rT −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−
−

=
−

−

α

αα  (11). 

Acesta se presupune că este împrumutul ma-
xim ce poate fi făcut. De menţionat faptul că 
H poate fi negativ, având semnificaţia de de-
puneri la trezoreria statului etc. Înlocuind 
(11) în (10) rezultă valoarea capitalului ră-
mas după înapoierea împrumutului: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ]ααααα −−−− −−+=
1//11/1

0
* 11 rTrT eTcKeTK  

 

t
T

*
Ts  

rTeH *  HK +0  

K(t) 

 
Figura 1. 

 

Pentru a obţine soluţia în cazul Tt > , nu tre-
buie numai să scădem rTeH *  din (9), ci este 
necesar să folosim ( )TK *  ca fiind noua con-
diţie la limită şi să determinăm din nou con-
stanta A în (7). Aceasta implică schimbarea 
traiectoriei la momentul T, după cum se poa-
te observa în Figura 1. Acest lucru măreşte 
importanţa specificării corecte a condiţiilor la 
limită. 

2. Politica fiscală 
Vom presupune în continuare că statul inter-
vine percepând impozite şi taxe sau acordând 
subvenţii şi subsidii. Venitul din impozite, 
obţinut la nivelul statului, se presupune că 
este reinvestit. Modelul devine ( )YcC γ−= 1  

(12), YG γ=  (13), ( ) 10,
1

<<
−

= α
α

αKY  (14), 

YGIC =++  (15), GIK +=&  (16), unde γ  
este procentul de impozitare pentru valori 
pozitive sau de subvenţii pentru valori nega-
tive, ( )Yγ−1  este venitul disponibil, G este 
venitul guvernamental sau investiţia publică, 
iar I este investiţia privată. Luând pentru 
simplificarea calculelor 5.0=α , se obţine 
ecuaţia diferenţială ( )γccKK +−= 12 2/1&  
(17), care este rezolvată şi se obţine 
( ) ( )[ ]22/1

01 KtcctK ++−= γ  (18), unde 
( ) 00 KK =  dat. 

Se presupune în continuare că obiectivul gu-
vernului este maximizarea consumului total 
în intervalul de timp [0,T]. Atunci problema 
guvernului este de a alege γ  astfel încât să 
maximizeze 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ].211

112

2/1
0

2
0

2/1
0

0

TKTccc

dtKtcccdttCW
TT

++−−=

∫ ++−−∫ ==

γγ

γγ (19) 

Valoarea optimă a lui γ  este găsită impu-
nând condiţia necesară de optim 

0/ =γddW , ceea ce duce la 

c
TK

cT
TK

2
121

2
21

12/1
0

2/1
0 +

−=
+

−=
−

γ (20), (es-

te uşor de verificat faptul că 
02 2222 <−= TcdWd γ , adică este îndeplini-

tă şi condiţia suficientă de optim). În conti-
nuare, vom prezenta efectul mărimii interva-
lului de timp asupra parametrului politicii 
fiscale, γ . Din relaţia (20) rezultă clar că γ  
este o funcţie  crescătoare în raport cu T. Din 
relaţia (20) se deduce că ( ) TT 3/4−=γ , de 
unde se obţine că 
( ) ( )[ ] ( ) ,2/212 2/1

0 +−=++−= TTtKtcctY γ  
şi ( ) ( ) TTYYccK 2/21 −=+−= γ&  după ce 
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se face înlocuirea. Dacă T = 5, avem 
15
1

=γ  

şi ( ) 26.0 += ttY , ceea ce conduce la conclu-
zia că politica guvernamentală creşte investi-

ţiilor nete. Dacă T = 3, avem 
9
1

−=γ  şi 

( ) ,23/ += ttY  ceea ce conduce la concluzia 
că politica guvernamentală duce la scăderea 
investiţiilor nete, dar acestea sunt încă pozi-

tive deoarece .
6
1 YKGI ==+ &  Pentru un in-

terval mare de timp, 
3
1, →∞→ γT  şi ( )tY  

devine 2+t . Aceasta este cea mai mare rată 
de impozitare şi cea mai rapidă rată de creş-
tere a venitului. Economiile duc la scăderea 
consumului curent în favoarea invetiţiilor în 
capital, ceea ce va duce la un venit mai mare, 
deci, pe viitor, la un consum mai mare. Mă-
rimea orizontului de planificare poate, deci, 
avea un efect major asupra politicilor. În fi-
nal, dacă 1=T , avem 1−=γ  şi  
( ) .2+−= ttY  În acest caz înclinaţia spre 

economii se răstoarna astfel încât investiţiile 
nete devin negative ( YK −=& ), iar rata de 
creştere a venitului este negativă. Acest lucru 
ridică problema utilizării capitalului anterior 
pentru a genera consum curent (reversibilita-
tea investiţiilor). 
3. Traiectoria suboptimală a consumului 
Revenim la modelul fară sector guvernamen-
tal şi alegem ( ) ( ) .10;4 == KKKf  Atunci, 
ecuaţia (5) devine ( ) ,14 KcK −=&  ( ) 10 =K  
(21). Obiectivul este de a maximiza utilitatea 

într-un anumit interval, [0,T],  ( )( )∫
T

dttCU
0

.  

Luând ( )( ) ( )tCtCU ln=  şi ,1=T  trebuie să 

maximizăm ( )∫=
1

0

ln dttCV  (22), unde 

( ) ( )tcKtC 4= . Rezolvând (21) rezultă că 
( ) ( )tcetK −= 14  şi  ( ) ( ) .4 14 tccetC −=  Când aceas-

ta este înlocuită în (22), trebuie să-l alegem 
pe c pentru a maximiza 

( )[ ]∫ −+=
1

0
144ln)([max] dttcccV

c
 (23) sau 

echivalent ( )cccV
c

−+= 124ln)([max]  (24). 

Aplicând condiţia necesară de optim, se obţi-
ne că 5.0=c  şi avem ( ) ( ) tt etCetK 2*2* 2, ==  şi 

.69.112ln* ≈+=V  Reflectând asupra opti-
malităţii acestei proceduri – în particular, 
faptul că înclinaţia spre consum, c, a fost 
constantă pe tot parcursul intervalului, avem: 

 Dacă c ce ar varia în timp, acest lucru ar 
duce la mărirea integralei maximizate (în caz 
că ar avea vreun efect). În acest sens, soluţia 
de mai sus este suboptimală.  

 Cu înclinaţia spre consum luată ca varia-
bilă, problema se transformă în a alege ( )tc  

pentru a maximiza ( ) ( )
1

( ) 0

[max] ln 4
c t

c t K t dt⎡ ⎤⎣ ⎦∫  

(25), pe restricţia: ( ) ( )( ) ( )tKtctK −= 14&  (26), 
la care se adaugă condiţiile la limită pentru 
K, unde ( )tc  este o funcţie de timp necunos-
cută. Este clar atunci că nu este posibilă re-
zolvarea ecuaţiei (26), deoarece nu cunoaş-
tem forma lui ( )tc . Ca urmare, rezolvând 
problema de optim dată de relaţiile (25)-(26) 
şi condiţiile la limită pentru K, se determină 
( ).tc∗  

4. Scontarea şi deprecierea în modelele pe 
caz continuu 
Conceptul de rată a dobânzii este esenţial 
pentru modelele economi-ce dinamice. No-
tând rata dobânzii pe o perioadă cu r, putem 
defini valoarea prezentă P a unei sume, spre 
exemplu în euro, A, care trebuie plătită peste 
T  perioade. Simplificat, avem că 

( ) ArP T =+1  sau 
( )Tr

AP
+

=
1

 (27). Aceasta 

presupune că dobânda este adăugată în fieca-
re perioadă, deci, reinvestită după fiecare pe-
rioadă. Dacă dobânda este de fapt adăugată, 
să zicem, de n ori în decursul unei perioade, 
vom avea nT subperioade, fiecare având o 

dobândă de 
n
r . Atunci valoarea prezentă a 



Revista Informatica Economică nr. 2(34)/2005 117

lui A este nT

n
r

AP
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
1

 (28). Dacă adăuga-

rea are loc din ce în ce mai frecvent, ∞→n  

şi ştiind că e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim , rezultă că 

rT
rTrn

r
n

r
n

Ae

r
n

AP −

∞→∞→

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
/

1

limlim . 

De aceea, după cum dobânda este adăugată 
continuu, formula valorii prezente devine 

rTAeP −=  (29), unde r este rata dobânzii pe 
perioadă de timp iar T este numărul de pe-
rioade. 
În modelele pe caz continuu, adică atunci 
când variabila timp ia valori reale, ecuaţia 
(29) ne furnizează un mod comod de a calcu-
la valorile prezente.  De subliniat faptul că 
folosirea formulei discaunt-ului exponenţial 
nu presupune că dobânda este adăugată la fi-
ecare moment, ci trebuie doar să presupunem 
că efectuarea calculelor are loc pentru t nu-
măr real şi că r este rata dobânzii reale calcu-
lată pe baza adăugării continue. 
O rată a dobânzii reală pozitivă poate fi găsi-
tă în majoritatea economiilor care operează 
aproape de ocupare totală. Deci, existenţa sa 
nu este adesea o problemă. Mai mult, i se 
poate da o justificare teoretică clară folosind 
argumentul că procesul de producţie durează 
în timp şi nevoia unui utilaj de producţie sau 
a banilor pentru cumpărarea sa trebuie să 
atragă un împrumut economic.  
Astfel, dacă obiectivul este exprimat în bani, 
atunci pare natural utilizarea unui factor de 
discaunt. De exemplu, dacă profitul net la 
momentul t este ( )( )tth ,π , unde h este varia-
bila care ţine de respectiva politică(decizia 
luată), valoarea sa prezentă ar fi 

( )( )tthe rT ,π− , iar valoarea totală prezentă a 
profiturilor pe intervalul de timp [0, T], va fi 

( )( )∫ −
T

rT dttthe
0

,π . Folosim discaunt-ul şi din 

alte considerente. De exemplu, dacă obiecti-
vul este nivelul utilităţii, aplicăm discaunt-ul 

folosind aceeaşi formă exponenţială, dar rata 
discaunt-ului este de data aceasta subiectvă. 
De exemplu, dacă nivelul utilităţii la momen-
tul t este dat de ( )( )tthu , , atunci valoarea to-
tală prezentă a utilităţii pe intervalul de timp 

[0, T] este dată de ( )( )∫ −
T

t dttthue
0

,δ  (aici, δ  

reprezintă rata subiectivă de discaunt). Astfel 
de criterii de utilitate sunt folosite în literatu-
ra optimizării economice dinamice, existând 
câteva critici referitoare la acest aspect. 
Revenind la modelul din secţiunea preceden-
tă, vom justifica cum  introducerea unei rate 
negative de discaunt va duce la un consum 
relativ ridicat la începutul perioadei de anali-
ză şi un consum relativ scăzut spre sfârşitul 
aceleiaşi perioade. 
Avem astfel următoarea problemă de optim: 

( )[ ]

( )

( ) ( ) ( )[ ]111414ln

1414ln

144ln)([max]

2

1

0
2

1

0

1

0

+−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−=

∫ −+=

−
−

−
−−

−

δ
δδ

δδδ

δ
δ

δ
δδ

δ

ecec

eetcec

dtetcccV

t
tt

t

c

 (30) 

Pentru a maximiza V în (30), se impune con-
diţia necesară de optim 

( )( ) ,011411
2 =+−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

∂
∂ −

−

δ
δδ

δ
δ

e
c

e
c
V  de 

unde ( )
( )( ).14

1
δ

δ
δ

δ

+−
−

=
e

ec  (31) 

Se poate arăta că ,5.0lim
0

=
+→
c

δ
 dar valori po-

zitive ale lui δ  vor duce la valori mai mari 
pentru c(adică funcţia c este crescătoare în 
raport cu δ ). 
Pentru exemplificare, luând 5.0=δ  rezultă 
că .5453.0=c  De aici, ( ) tetC 1819.1172.2ˆ ≈  în 
loc de ( ) tetC 2* 2=  fară discaunt. 
Se verifică astfel că ( ) ( ),0172.20ˆ *CC >=  în 
timp ce ( ) ( ).178.1439.131ˆ *CC =<=  
Deprecierea 
Dacă o sumă de bani P este investită prin 
adăugare continuă la o rată a dobânzii r, va 
creşte până la rTPe  după t perioade de timp. 
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Acesta este cazul oricărui stoc de bunuri care 
creşte cu o rată constantă r, dacă la momen-
tul(perioada) zero are valoarea ( )0K , acesta 
va creşte la ( ) ( ) rteKtK 0=  dupa t perioade. 
Dacă stocul de capital scade sau se deprecia-
ză în loc să crească, atunci stocul de capital 
va scade după formula ( ) ( ) teKtK ρ−= 0 , unde 

0>ρ  este rata de depreciere. Putem exprima 
acest fenomen ca fiind o ecuaţie diferenţială: 
( ) ( )( ) ( ) ( )tKeKeKtK tt ρρρ ρρ −=−=−= −− 00&  

astfel încât KK ρ−=&  (32) reprezintă depre-
cierea cu o rată constantăm şi rKK =&  (33) 
reprezintă creşterea cu o rată constantă r.  
Ecuaţia (33) este o formă echivalentă a ecua-
ţiei (5), rK fiind vazută ca o nouă sumă gene-
rată la fiecare moment („dobânda”). K ar pu-
tea genera ( )Kf  la fiecare moment şi totuşi 
să se deprecieze cu o rată constantă ρ . În 
acest caz avem că ( ) KKfK ρ−=&  (34) ana-
liza putând continua, de unde se pot deduce 
noi dependenţe între variabilele de bază ale 
modelului. 
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