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The paper makes a short introduction into the consequences of some aspects of financial
politics over the dynamic optimization at macroecnomic level.

In this context, based on examples, we present the optimum credit problem, the fiscal politics
problem, the optimal consumption trajectory and essential aspects concerning sconting and

depreciation in the continuos time models.
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Fie un model dinamic simplificat la nivel
macroeconomic, pentru care se noteaza
cuy, Csi I, venitul agregat, consumul agre-
gat si respectiv investitiile private la nivelul
economiei. Ca urmare, un model macroeco-
nomic simplu (fara existenta guvernului-
statului ca agent economic) de determinare a
venitului este dat de:C=cy (1) si C+1=y

(2). Prima relatie este o functie simpla de
consum, cu ¢ semnificand inclinatia margina-
1a spre consum, in timp ce a doua relatie re-
prezintd conditia de echilibru. Fiind datd o
valoare exogena pentru /, valorile de echili-
bru pentru y si C pot fi determinate atata timp
cat y nu depaseste un nivelul maxim posi-
bil(nivelul potential), definit ca ¥ in continu-
are. Y depinde de nivelul fondului de capital,
K, printr-o  functie de  productie:
y<Y=f(K) Q).

Se presupune in continuare, de asemenea, ca
venitul agregat este la nivelul celui potenti-
al(y=7) si cd investitiile sunt egale cu nive-
lul maxim al economiilor, /=(1-c)Y, de
unde se poate deduce faptul ca economiile
vor atinge nivelul maxim. Pentru a obtine un
model de crestere se egaleaza rata netd de
crestere a fondului de capital cu investitiile,
adica: K =1 (4).

Ecuatiile (1) — (4), cu Y'in loc de y, constituie
un model simplu de crestere, cu toate variabi-
lele evaluate la acelasi moment de timp, ar-
gumentul timp fiind astfel eliminat pentru
simplificare notatiei.

Intr-un astfel de model nu se mai afla valorile

echilibrului static, c¢i se determind forma
functionala a variabilelor in functie de ¢. Pen-
tru aceasta se reduc ecuatiile (1)-(4) la o ecu-
atie diferentiala in K: (1) — (4) devine
I=Y-C=(-c)y=(1-¢)f(K), si tinand
cont de relatia (4) obtinem: K =(1—c¢)f(K)
(5). Aceasta ecuatie poate fi rezolvata in ra-
port cu K daca forma functionalei f(K) este

specificatd si daca este precizatd o conditie
initiala, K(0)= K.

1. Creditul optim

In continuare luim in considerare posibilita-
tea unui imprumut, avand drept consecintd
cresterea fondului de capital. Fie marimea
imprumutului A, cu o ratd a dobanzii . Suma
care trebuie platitd la data de expirare a cre-
ditului, 7, este He'". De asemenea, in conti-
nuare vom folosi functia de productie

Y=(lli—aa),0<a<1 si

K(0)=K,. Daca pretul unitar al capitalului

conditia initiald

este 1 la orice moment de timp, atunci la in-
ceputul perioadei de analiza valoarea totala a
capitalului8existent plus cel imprumutat) este
egald cu K, + H unitati de capital. H trebuie
ales astfel incat sa maximizeze nivelul capi-
talului disponibil la momentul 7, dupa ce cre-
ditul a fost Tnapoiat. Ecuatia diferentiald (5)
l-c

(1-0)

(1-a)

ia forma: K = sau echivalent
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K

a

(1-a)=(1-c) (6). Aplicand integrala,

obtinem: j%(l —a)dK = [(1-c)dt , de unde

K™ =(1-c)+K,cu K constanta de inte-
grare (7). Daca este imprumutatd suma H,
conditia initiald este (K,+H) “=K (8).
Deci K(r)=|1-cl+ (K, +H) ] (9)
este solutia pentru 0<¢<7. La momentul 7
creditul este Tnapoiat, iar ceea ce ramane este
-+ (&, + Y[k, + HY - He
(10), si ridicand la puterea (1 - a)/ a 1n am-
bii membri, obtinem:
(1—c)-(K,+HY "' =™ _1 §i, in fi-

1/(1-ex)
H*=L(I_C)T J —K, (1.

oTa)la _1

Acesta se presupune ca este imprumutul ma-
xim ce poate fi facut. De mentionat faptul ca
H poate fi negativ, avand semnificatia de de-
puneri la trezoreria statului etc. Inlocuind
(11) in (10) rezulta valoarea capitalului ra-
mas dupa inapoierea imprumutului:

K ()=l + [0 e} e ]|

A

nal

K()

K,+H
Sr

Figura 1.
Pentru a obtine solutia in cazul ¢ > T, nu tre-
buie numai si scidem H'e” din (9), ci este
necesar sa folosim K"(T') ca fiind noua con-
ditie la limita si s determindm din nou con-
stanta 4 in (7). Aceasta implicd schimbarea
traiectoriei la momentul 7, dupd cum se poa-
te observa in Figura 1. Acest lucru mareste

importanta specificarii corecte a conditiilor la
limita.

2. Politica fiscala

Vom presupune in continuare ca statul inter-
vine percepand impozite si taxe sau acordand
subventii si subsidii. Venitul din impozite,
obtinut la nivelul statului, se presupune ca
este reinvestit. Modelul devine C = c(1—y)Y
(12),G=yY (13), Y :K—,O <a<l (14),

(1-)

C+I+G=Y (15), K=I+G (16), unde y
este procentul de impozitare pentru valori
pozitive sau de subventii pentru valori nega-
tive, (I- 7)Y este venitul disponibil, G este
venitul guvernamental sau investitia publica,
iar [ este investitia privatd. Luand pentru
simplificarea calculelor o =0.5, se obtine

ecuatia diferentiala K =2K" 2(1 —c+ c;/)
(17), care este rezolvatd si se obtine
K(z‘):[(l—c+c;/)t+Ké/2]2 (18), unde
K(0)=K, dat.

Se presupune in continuare ca obiectivul gu-
vernului este maximizarea consumului total
in intervalul de timp [0,7]. Atunci problema
guvernului este de a alege y astfel incat sa

maximizeze
W = [C()dr =[2¢(1- 1~ c+er )+ K it
0 0 (19)

=c(l- )/)[(1 —c+ey)* + 2K(1)/2T1
Valoarea optima a lui y este gdsitd impu-

nand conditia necesara de  optim
dW/dy =0, ceea ce duce la
1/2 /21
_ 2K, +T:1_2K0 T +1(20)’ (es-
2cT 2c
te usor de verificat faptul ca

a’zW/dy2 =-2¢°T? <0, adici este indeplini-
ta si conditia suficienti de optim). In conti-
nuare, vom prezenta efectul marimii interva-
lului de timp asupra parametrului politicii
fiscale, y. Din relatia (20) rezulta clar ca y

este o functie crescdtoare in raport cu 7. Din
relatia (20) se deduce ca y = (T - 4)/ 3T, de
unde se obtine ca
Y(e)=2|(—c+cy)+K)?|=e(T-2)/T +2,

si K=(1—c+cy)Y =Y(I'-2)/2T dupa ce
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se face Inlocuirea. Daca 7 =5, avem y = %

si Y(¢)=0.61+2, ceea ce conduce la conclu-
zia ca politica guvernamentala creste investi-

tiillor nete. Daca T = 3, avem 72—% si

Y(¢)=1/3+2, ceea ce conduce la concluzia

ca politica guvernamentala duce la scaderea
investitiilor nete, dar acestea sunt incad pozi-

tive deoarece [ +G =K = éY . Pentru un in-

terval mare de timp, 7' — oo,y —>% si Y(t)

devine 7+ 2. Aceasta este cea mai mare ratd
de impozitare si cea mai rapida rata de cres-
tere a venitului. Economiile duc la scaderea
consumului curent in favoarea invetitiilor n
capital, ceea ce va duce la un venit mai mare,
deci, pe viitor, la un consum mai mare. Ma-
rimea orizontului de planificare poate, deci,
avea un efect major asupra politicilor. In fi-
nal, daca 7T =1, avem y=-1 si
Y(f)=-t+2. iIn acest caz inclinatia spre
economii se rastoarna astfel Incat investitiile
nete devin negative (K =-Y), iar rata de
crestere a venitului este negativa. Acest lucru
ridica problema utilizarii capitalului anterior
pentru a genera consum curent (reversibilita-
tea investitiilor).

3. Traiectoria suboptimala a consumului
Revenim la modelul fara sector guvernamen-
tal si alegem f(K) =4K;K(0)=1. Atunci,
ecuatia (5) devineK =4(1-c)K, K(0)=1
(21). Obiectivul este de a maximiza utilitatea

T
intr-un anumit interval, [0,7], _[U (C(t))dt.
0
Luand U(C(t))=1InC(¢) si T =1, trebuie sa
1
maximizim ¥ = [InC(e)dr  (22), unde
0

C(t)=4cK(t). Rezolvand (21) rezulti ca
K(t)=e""" si C(t)=4ce’'™". Cand aceas-

ta este inlocuitd in (22), trebuie sa-1 alegem
pe c pentru a maximiza

[max]V (c) = }[1n 4e+4(1-chldt  (23) sau

echivalent [max]V(c)=In4c+ 2(1 - c) (24).

¢
Aplicand conditia necesara de optim, se obti-
ne ca ¢ =0.5 siavem K'(t)=e",C"(¢)=2¢" si
V' =In2+1~1.69. Reflectind asupra opti-
malitatii acestei proceduri — In particular,
faptul ca inclinatia spre consum, c¢, a fost
constantd pe tot parcursul intervalului, avem:
» Daca c ce ar varia in timp, acest lucru ar
duce la marirea integralei maximizate (in caz
ci ar avea vreun efect). In acest sens, solutia
de mai sus este suboptimala.

» Cu inclinatia spre consum luata ca varia-
bila, problema se transforma in a alege c(¢)

1
pentru a maximiza[max]jln [4c(t)K (t)] dt
c(t) 0
(25), pe restrictia: K ()= 4(1-c(¢))K(¢) (26),
la care se adauga conditiile la limitd pentru
K, unde c(t) este o functie de timp necunos-

cuta. Este clar atunci ca nu este posibild re-
zolvarea ecuatiei (26), deoarece nu cunoag-
tem forma lui c(¢). Ca urmare, rezolvand

problema de optim data de relatiile (25)-(26)
si conditiile la limitd pentru K, se determina
c*(z).

4. Scontarea si deprecierea in modelele pe
caz continuu

Conceptul de ratd a dobanzii este esential
pentru modelele economi-ce dinamice. No-
tand rata dobanzii pe o perioada cu r, putem
defini valoarea prezentd P a unei sume, spre
exemplu in euro, 4, care trebuie platita peste

T perioade.  Simplificat, avem ca
P(l+r) =4 sau P :LT (27). Aceasta
(1 + r)

presupune ca dobanda este adaugata in fieca-
re perioada, deci, reinvestita dupa fiecare pe-
rioadd. Daca dobanda este de fapt addugata,
sd zicem, de n ori in decursul unei perioade,
vom avea nT subperioade, fiecare avand o

A s r . 5
dobanda de —. Atunci valoarea prezenta a
n
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A <o
— (28). Daca adauga-

rea are loc din ce in ce mai frecvent, n — o

lui 4 este P=

si stiind ca lim(l + l] =e,rezulta ca

X—>00 X

lim P = lim A

n_) n_) nlr T
oo n
1+—
r

De aceea, dupa cum dobanda este adaugata
continuu, formula valorii prezente devine

P=A4e"" (29), unde r este rata dobanzii pe
perioadd de timp iar 7 este numarul de pe-
rioade.

In modelele pe caz continuu, adici atunci
cand variabila timp ia valori reale, ecuatia
(29) ne furnizeaza un mod comod de a calcu-
la valorile prezente. De subliniat faptul ca
folosirea formulei discaunt-ului exponential
nu presupune ca dobanda este adaugata la fi-
ecare moment, ci trebuie doar sd presupunem
ca efectuarea calculelor are loc pentru ¢ nu-
mar real si ca r este rata dobanzii reale calcu-
lata pe baza adaugarii continue.

O ratd a dobanzii reald pozitiva poate fi gasi-
td In majoritatea economiilor care opereaza
aproape de ocupare totala. Deci, existenta sa
nu este adesea o problema. Mai mult, i se
poate da o justificare teoretica clard folosind
argumentul ca procesul de productie dureaza
in timp si nevoia unui utilaj de productie sau
a banilor pentru cumpdrarea sa trebuie sa
atragd un ITmprumut economic.

Astfel, daca obiectivul este exprimat in bani,
atunci pare natural utilizarea unui factor de
discaunt. De exemplu, daca profitul net la
momentul ¢ este 7(h(z),¢), unde / este varia-

— Ae—rT

bila care tine de respectiva politica(decizia
luatd), valoarea sa prezenta ar fi

e"7(h(¢),t), iar valoarea totald prezenti a
profiturilor pe intervalul de timp [0, 77, va fi

T
[e"7(h(¢),t)dt . Folosim discaunt-ul si din
0

alte considerente. De exemplu, daca obiecti-
vul este nivelul utilitatii, aplicam discaunt-ul

folosind aceeasi forma exponentiald, dar rata
discaunt-ului este de data aceasta subiectva.
De exemplu, daca nivelul utilitatii la momen-
tul ¢ este dat de u(h(¢),¢), atunci valoarea to-

tala prezentd a utilitatii pe intervalul de timp
T

[0, 7] este data de [e “u(h(¢).t)dt (aici, &
0

reprezinta rata subiectiva de discaunt). Astfel
de criterii de utilitate sunt folosite in literatu-
ra optimizarii economice dinamice, existand
cateva critici referitoare la acest aspect.
Revenind la modelul din sectiunea preceden-
td, vom justifica cum introducerea unei rate
negative de discaunt va duce la un consum
relativ ridicat la inceputul perioadei de anali-
za s1 un consum relativ scazut spre sfarsitul
aceleiasi perioade.

Avem astfel urméatoarea problema de optim:

[max]V (c) = }[m de+4(1—c)le % ar

! —ot
=ln4c[—le‘s’} +4(1-c L —e—z
5, 5 5

~(in 4c)(1 _;_5 j " 4(15_2 Ni—et(5+1)

Pentru a maximiza ¥ in (30), se impune con-

' (30)

0

ditia necesara de optim
oV (l1-e?\1 4 s
—= ———=\l—-e’(0+1))=0, de
ac ( 5 ]c 52 ( ( ))
S5
unde ¢ = i(e 1) . (31
4e® —(1+0)
Se poate arata ca (Slirgl ¢ =0.5, dar valori po-

zitive ale lui 0 vor duce la valori mai mari
pentru c(adicd functia ¢ este crescatoare in
raport cu o).

Pentru exemplificare, luand 6 =0.5 rezulta

ci ¢ =0.5453. De aici, C(t)~2.172¢""*" in
loc de C*(¢t)=2¢* fara discaunt.

Se verifica astfel ca C(0)=2.172> C"(0), in
timp ce C(1)=13.39 <14.78 = C"(1).
Deprecierea

Dacd o sumd de bani P este investita prin
adaugare continua la o ratd a dobanzii r, va

creste pand la Pe’” dupi ¢ perioade de timp.
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Acesta este cazul oricarui stoc de bunuri care
creste cu o rata constanta », daca la momen-
tul(perioada) zero are valoarea K (0), acesta
va creste la K(t)=K(0)e” dupa ¢ perioade.
Daca stocul de capital scade sau se deprecia-
za 1n loc sa creasca, atunci stocul de capital
va scade dupd formula K(¢)= K(0)e ™, unde
p >0 este rata de depreciere. Putem exprima
acest fenomen ca fiind o ecuatie diferentiala:
K(t)= K(0)- pe )= —pK (0)e™ = —pK(r)
astfel incat K =—pK (32) reprezinti depre-
cierea cu o ratd constantim si K =K (33)
reprezinta cresterea cu o ratd constanta r.
Ecuatia (33) este o forma echivalenta a ecua-
tiei (5), K fiind vazuta ca o noud suma gene-
ratd la fiecare moment (,,dobanda”). K ar pu-
tea genera f(K) la fiecare moment si totusi
si se deprecieze cu o ratd constanti p. In

acest caz avem cd K = f (K )— pK (34) ana-

liza putand continua, de unde se pot deduce
noi dependente intre variabilele de baza ale
modelului.
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