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On the Balancing Problem with Stochastic Times 
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In this item, it is presented the problem of a technical line balancing for a single model with 
random working times and a given operating rhythm of line. 
In the theoretical studies, there is often the supposition of fixed working times of the phases of 
technical process. This supposition is only a hypothesis for simplicity, because in fact, work-
ing time for each phase is a random variable. This is evidently, especially for phases that are 
executed by human workers. 
Study of undetermined aspect of operating of technical line is important in practice and need 
reexamination of the given restrictions and purposed objectives. 
Keywords: technological phase, workstation, random working times, technical line balancing 

 
ormularea problemei 
Fie { }nF ,...,2,1=  mulţimea fazelor 

proce-sului tehnologic şi ( )UFG ,=  digraful 
aciclic al restricţiilor de precedenţă. În conti-
nuare se va presupune că timpii de execuţie 
ai fazelor niti ,...,2,1, = , sunt variabile alea-
toare independente, luând valori reale nene-
gative. Fie if  funcţia de repartiţie asociată 
lui Fiti ∈, . Ritmul R  de funcţionare a lini-
ei are acum semnificaţia unui ritm dorit şi nu 
impus. 
Fie [ ]1,0∈α  şi fie ( )EP  probabilitatea de 
producere a evenimentului E. 
O partiţie { }mQQQ ,...,1=  a lui F  este o so-
luţie a problemei de echilibrare cu timpi 
stochastici dacă satisface condiţiile: 
(x,y)∈U, x∈Qr şi y∈Qs  implică  r≤ s,  pentru 
orice    (x,y)∈U        (1) 

( )( ) mjRQTP j ≤≤≥≤ 1,α ,             (2) 

unde  ( ) ∑
∈

=
jQk

kj tQT  este variabila aleatoare 

reprezentând timpul de execuţie în staţia 
mjQ j ≤≤1, .   

Fie Sδ  mulţimea acestor soluţii. 
Timpul de neutilizare în staţia jQ  este varia-
bila aleatoare ( )jQTR − , mj ,...,1= . Timpul 
total de neutilizare asociat soluţiei Q  este va-
riabila aleatoare: 

( ) ( )( ) ∑∑
==

−=−=
n

i
i

m

j
j tmRQTRQTN

11
        (3) 

Minimizarea timpului total de neutilizare fi-
ind lipsită de sens, un mod raţional de a for-
mula obiectivul echilibrării în acest caz con-
stă în a minimiza timpul de neutilizare me-
diu. Notând cu X  media variabilei aleatoare 
X , rezultă că pentru orice 

{ } SmQQQ δ∈= ,...,1  timpul total de neutili-
zare mediu este: 

( ) ∑
=

−=
n

i
tmRQNT

1
1                 (4) 

Minimizarea lui TN  revine la determinarea 
unei soluţii SQ δ∈*  astfel încât: 

{ }SQQQ δ∈= |min* ,          (5) 
adică a unei soluţii cu un număr minim de 
staţii de lucru. 
Este evident că dacă G  este aciclic şi 
( ) α≥Rfi , pentru ni ,...,2,1= , atunci 
{ }nQQQ ,...,1=  cu { } njxQ jj ≤≤= 1, , unde 

( )nxx ,...,1  este o permutare admisibilă a lui 
F  relativ la digraful G , este o soluţie a pro-
blemei de echilibrare cu timpi stochastici. În 
continuare se va lucra în aceste ipoteze care 
garantează că ∅≠Sδ . 
O euristică eficientă 
Notăm cu ( )xπ  mulţimea predecesorilor di-
recţi ai fazei x  în digraful ( )UFG ,= . De 
asemenea, se va nota cu ϕA funcţia de reparti-

F 
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ţie a variabilei aleatoare  ∑
∈

=
Ax

xtX  , unde  

A⊂ F şi A≠∅. 
Metoda prezentată în continuare pentru de-
terminarea unei soluţii a problemei de echili-
brare cu timpi stochastici este asemănătoare 
cu cea din cazul determinist în care condiţia 
de încadrare în ritm a timpilor de execuţie 
din fiecare staţie de lucru este înlocuită cu 
limitarea inferioară a probabilităţii de înca-
drare în ritm dată de (2). 
 
Algoritm  1. 
Pas 1. Se determină mulţimea de faze fără 
predecesori direcţi: ( ){ }∅=∈= xFxxFfp π,/: , 
se face 1:=m  (iniţializarea numărului de sta-
ţii de lucru) şi 1:=k  (iniţializarea numărului 
de faze asignate din cele n  faze din F ), se 
determină fpFx ∈1  astfel încât 

( ) ( ){ }fpxx FxRfRf ∈= /max
1

, se ia 
{ }11 xQ =  (iniţializarea primei staţii de lucru), 

se iniţializează mulţimea fazelor asignate 
{ }1xC =  şi se trece la pasul următor. 

Pas 2. Dacă nk = , atunci stop. În caz con-
trar 1: += kk , se determină mulţimea fazelor 
având predecesorii asignaţi, 

( ){ }CxCFxxFpa ⊆∈= π,\/: , pentru fieca-
re paFx∈  se calculează ( ) { }( )Rxp xQm∪

= ϕ , 
se determină mulţimea fazelor ce pot com-
pleta ultima staţie de lucru (cu respectarea 
condiţiei (2)). ( ){ }α≥∈= xpFxxD pa ,/:  şi 
se trece la pasul următor. 
Pas 3. Dacă ∅≠D  atunci se determină 

Dxk ∈  astfel încât ( ) ( ){ }Dxxpxp k ∈= /max , 
se completează ultima staţie, { }kmm xQQ ∪=: , 
se actualizează { }kxCC ∪=:  şi se trece la 
pasul 2; în caz contrar, adică ∅=D , se de-
termină pak Fx ∈  astfel încât 
 ( ) ( ){ }paxx FxRfRf

k
∈= /max , 

se face 1: += mm , se iniţializează 
{ } { }kkm xCCxQ ∪== :,:  şi se trece la pasul 2. 

În legătură cu algoritmul 1 se poate formula 
următoarea teoremă: 
Teorema 1.  Dacă ( )UFG ,=  este aciclic şi 

( ) α≥Rfi  pentru orice Fi∈  şi dacă 
{ }mQQQ ,...,1=  este obţinută conform algo-

ritmului 1, atunci SQ δ∈ . 
 
O margine inferioară 
În continuare este analizat un caz particular 
în care soluţia optimă a problemei de echili-
brare cu timpi de execuţie stochastici poate fi 
determinată în timp polinomial. Acest caz co-
respunde situaţiei când digraful ( )UFG ,=  
conţine un drum hamiltonian, adică 

( ){ }1,...,1/, 1 −== + nixxU ii ,  ( )nxx ,...,1  este 
singura permutare admisibilă a mulţimii F . 
 În acest caz, utilizarea algoritmului următor 
permite obţinerea unei soluţii optime a pro-
blemei de echilibrare cu timpi stochastici. 
 
Algoritm  2. 
Pas 1.  Se fac ∅=== :,1:,1: 1Qiu  şi se trece 
la pasul 2. 
Pas 2.  Dacă ni =  atunci stop, în caz contrar 

1: += ii  şi se trece la pasul 3. 
Pas 3. Dacă { }( ) αϕ ≥∪ R

im xQ  atunci 
{ }imm xQQ ∪=:  şi se trece la pasul 2 , în caz 

contrar { }im xQmm =+= :,1:  şi se trece la 
pasul 2. 
Teorema 2. Dacă ( ) niRfi ≤≤≥ 1,α  şi 

{ }mQQQ ,...,1=  este obţinută conform algo-
ritmului 2, atunci Q este o soluţie optimă. 
Este de remarcat faptul că dacă G  nu se re-
duce la un drum hamiltonian dar conţine un 
astfel de drum, atunci se poate demonstra că 

1=UF  şi o soluţie optimă poate fi obţinută 
aplicând algoritmul 2 asupra unicei permutări 
admisibile a lui F (am notat cu  FU  mulţimea 
permutărilor admisibile asociate digrafului 
G=(F,U)) . 
O consecinţă importantă a teoremei 2 este 
posibilitatea obţinerii unei margini inferioare 
a numărului de staţii de lucru. Această mar-
gine inferioară oferă posibilitatea adaptării, 
prin modificări adecvate, a  unor metode eu-
ristice utilizate pentru soluţionarea problemei 
de echilibrare în cazul determinist la cazul 
stochastic. 
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Este de remarcat faptul că deşi modelul 
stochastic  este mai aproape de realitate decât 
cel determinist, rezultatele obţinute pentru 
primul sunt mult mai puţine decât cele referi-
toare la al doilea. Aceasta se explică pe de o 
parte prin complexitatea mai mare a proble-
mei de echilibrare cu timpi stochastici faţă de 
cea cu timpi determinişti şi ca o consecinţă, 
prin performanţele mai mici ale metodelor de 
rezolvare. 
Pe de altă parte, adoptarea modelului 
stochastic implică complicaţii suplimentare 
ale activităţii de normare deoarece pentru fi-
ecare fază trebuie stabilit tipul de distribuţie 
în care se încadrează timpul ei de execuţie şi 
parametrii care caracterizează distribuţia res-
pectivă. 
Pentru linii tehnologice în care predomină 
activităţile executate de operatori umani, 
timpii de execuţie ai fazelor sunt variabile 
aleatoare cu funcţiile de repartiţie cunoscute. 
Atunci când dispersiile acestor variabile alea-
toare sunt mici, din dorinţa de simplificare a 
modelelor matematice, timpii de execuţie ai 
fazelor se tratează ca fiind determinişti şi 
având valori mediile variabilelor aleatoare 
asociate. În acest caz, echilibrarea vizează 
minimizarea numărului de staţii de lucru în 
condiţiile respectării restricţiilor de preceden-
ţă şi limitării inferioare a probabilităţii ca 
timpul de execuţie din fiecare staţie să fie 
mai mic decât ritmul indicat. 
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