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On the Balancing Problem with Stochastic Times

Lect.dr. Cristina COCULESCU
Universitatea Romano-Americana Bucuresti

In this item, it is presented the problem of a technical line balancing for a single model with
random working times and a given operating rhythm of line.

In the theoretical studies, there is often the supposition of fixed working times of the phases of
technical process. This supposition is only a hypothesis for simplicity, because in fact, work-
ing time for each phase is a random variable. This is evidently, especially for phases that are

executed by human workers.

Study of undetermined aspect of operating of technical line is important in practice and need
reexamination of the given restrictions and purposed objectives.
Keywords: technological phase, workstation, random working times, technical line balancing

Formularea problemei

Fie F = {1,2,...,n} multimea fazelor
proce-sului tehnologic si G = (F U ) digraful
aciclic al restrictiilor de precedenta. In conti-
nuare se va presupune ca timpii de executie
ai fazelor ¢,, i =1,2,...,n, sunt variabile alea-
toare independente, ludnd valori reale nene-
gative. Fie f, functia de repartitie asociata
lui ¢,,ie F.Ritmul R de functionare a lini-
el are acum semnificatia unui ritm dorit si nu
impus.

Fie a<|0,1] si fie P(E) probabilitatea de
producere a evenimentului £.

O partitie Q ={ 1,...,Qm} alui F este o so-
lutie a problemei de echilibrare cu timpi
stochastici daca satisface conditiile:

(x,y)elU, xeQ, si ye Qs implica r<s, pentru

orice (x,y)eU (1)

P(r(0,)<R)2a, 1< j<m, )

unde T (Qj)= Ztk este variabila aleatoare
keQ;

reprezentdnd timpul de executie in statia
Q,1<j<m.

Fie 6, multimea acestor solutii.

Timpul de neutilizare in statia O, este varia-
bila aleatoare R — T(Qj ), j=1L..,m. Timpul
total de neutilizare asociat solutiei Q este va-
riabila aleatoare:

™= (k-Tlo )= mr->1 @)

J=1
Minimizarea timpului total de neutilizare fi-
ind lipsitd de sens, un mod rational de a for-
mula obiectivul echilibrarii in acest caz con-
std in a minimiza timpul de neutilizare me-

diu. Notand cu X media variabilei aleatoare
X, rezultd ca pentru orice
0= {Q1 yees O } € 0 timpul total de neutili-

zare mediu este:
TN(Q)=mR-F, 4)
i=1

Minimizarea lui 7N revine la determinarea
. .o * A A
unei solutii O € o, astfel incat:

0| =min{|g] Q5. (5)
adica a unei solutii cu un numar minim de
statii de lucru.

Este evident ca daca G este aciclic si
f,.(R)Z o, pentru i=12,..,n, atunci

0= {Ql,...,Qn} cu O, = {xj}, 1<j<n,unde
(x,,...,x,) este o permutare admisibild a lui

F relativ la digraful G, este o solutie a pro-
blemei de echilibrare cu timpi stochastici. In
continuare se va lucra in aceste ipoteze care
garanteaza cd o; # D .

O euristica eficienta

Notiam cu 7(x) multimea predecesorilor di-
recti ai fazei x in digraful G =(F,U). De
asemenea, se va nota cu ¢4 functia de reparti-
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tie a variabilei aleatoare X = th , unde

xeA

Ac F si A#D.

Metoda prezentatd in continuare pentru de-
terminarea unei solutii a problemei de echili-
brare cu timpi stochastici este asemanatoare
cu cea din cazul determinist in care conditia
de incadrare in ritm a timpilor de executie
din fiecare statie de lucru este inlocuita cu
limitarea inferioard a probabilititii de Inca-
drare in ritm data de (2).

Algoritm 1.

Pas 1. Se determind multimea de faze fara
predecesori directi: F, = {x/xe F,z(x)=2},
se face m =1 (initializarea numarului de sta-
tii de lucru) si k=1 (initializarea numarului
de faze asignate din cele n faze din F'), se
determina x, €F, astfel incat

/s (R):max{fx(R)/xeFﬁ}}, se ia
0 = {xl} (initializarea primei statii de lucru),
se initializeazd multimea fazelor asignate
C = {x, } si se trece la pasul urmitor.

Pas 2. Daci k =n, atunci stop. In caz con-
trar k =k +1, se determind multimea fazelor
avand predecesorii asignati,

F, = {x/xe F\C,z(x)c C}, pentru fieca-

re xel, se calculeaza p(x)=gonu{x}(R),
se determind multimea fazelor ce pot com-
pleta ultima statie de lucru (cu respectarea
conditiei (2)). D={x/xeF,, p(x)>aj si
se trece la pasul urmator.

Pas3. Daca D#O atunci se determind
x, € D astfel incat p(x, )=max{p(x)/xe D},
se completeaza ultima statie, 0 =0, Ulx,},
se actualizeazi C:=CuU{x,} si se trece la

pasul 2; in caz contrar, adica D =9, se de-
termina x, € F,, astfel incat

£, (R)=maxlf.(R)/x e F, .
se face m:=m+1, se Iinitializeaza
0, =ix,}, C:=Culx,} sise trece la pasul 2.
In legatura cu algoritmul 1 se poate formula
urmatoarea teorema:
Teorema 1. Daci G =(F,U) este aciclic si

ﬁ(R)Z o pentru orice ieF s dacd
0= {Ql,...,Qm} este obtinutd conform algo-

ritmului 1, atunci Q € J;.

O margine inferioara

In continuare este analizat un caz particular
in care solutia optima a problemei de echili-
brare cu timpi de executie stochastici poate fi
determinata in timp polinomial. Acest caz co-
respunde situatiei cand digraful G =(F,U)
contine un drum hamiltonian, adica
U={(x;,x.,)/i=1.,n=1}, (x,..x,) este
singura permutare admisibild a multimii F .
In acest caz, utilizarea algoritmului urmator
permite obtinerea unei solutii optime a pro-
blemei de echilibrare cu timpi stochastici.

Algoritm 2.
Pas1. Sefac u:=1,i:=1, Q, = sise trece
la pasul 2.

Pas 2. Daca i = n atunci stop, in caz contrar
i:=i+1 sise trece la pasul 3.
Pas 3. Daca (onu{xi}(R) >a

0, =0, v {xi} si se trece la pasul 2 , in caz

atunci

contrar m:=m+1, 0, = {xi} si se trece la

pasul 2.
Teorema 2. Daci f,(R)>a, 1<i<n si

0 ={ 1,...,Qm} este obtinutd conform algo-

ritmului 2, atunci Q este o solutie optima.

Este de remarcat faptul cd daca G nu se re-
duce la un drum hamiltonian dar contine un
astfel de drum, atunci se poate demonstra ca

|FU| =1 si o solutie optimd poate fi obtinuta

aplicand algoritmul 2 asupra unicei permutari
admisibile a lui F' (am notat cu Fy multimea
permutdrilor admisibile asociate digrafului
G=(F,U)).

O consecinta importantd a teoremei 2 este
posibilitatea obtinerii unei margini inferioare
a numarului de statii de lucru. Aceastd mar-
gine inferioard oferd posibilitatea adaptarii,
prin modificari adecvate, a unor metode eu-
ristice utilizate pentru solutionarea problemei
de echilibrare in cazul determinist la cazul
stochastic.
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Este de remarcat faptul ca desi modelul
stochastic este mai aproape de realitate decat
cel determinist, rezultatele obtinute pentru
primul sunt mult mai putine decét cele referi-
toare la al doilea. Aceasta se explicd pe de o
parte prin complexitatea mai mare a proble-
mei de echilibrare cu timpi stochastici fata de
cea cu timpi deterministi §i ca o consecinta,
prin performantele mai mici ale metodelor de
rezolvare.

Pe de alta parte, adoptarea modelului
stochastic implica complicatii suplimentare
ale activitatii de normare deoarece pentru fi-
ecare faza trebuie stabilit tipul de distributie
in care se incadreaza timpul ei de executie si
parametrii care caracterizeaza distributia res-
pectiva.

Pentru linii tehnologice in care predomina
activitatile executate de operatori umani,
timpii de executie ai fazelor sunt variabile
aleatoare cu functiile de repartitie cunoscute.
Atunci cand dispersiile acestor variabile alea-
toare sunt mici, din dorinta de simplificare a
modelelor matematice, timpii de executie ai
fazelor se trateaza ca fiind deterministi si
avand valori mediile variabilelor aleatoare
asociate. In acest caz, echilibrarea vizeazi
minimizarea numdrului de statii de lucru in
conditiile respectarii restrictiilor de preceden-
td si limitarii inferioare a probabilitdtii ca
timpul de executie din fiecare statie sd fie
mai mic decét ritmul indicat.
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