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Independent components analyze
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The work reported in this paper focused on the independent component analysis. Independent
component analysis (ICA) is a statistical technique for revealing hidden factors that underlie
sets of random variables, measurements or signals. ICA defines a generative model for the
observed multivariate data, wich is typically given as a large database of samples. In the
model, the data variables are assume to be mixtures of some unknown latent variables and the
mixing system is also unknown. Some methods for estimating the model of independent com-
ponent analysis based on maximization of nongaussianity are reported in the final part of the

paper.
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naliza in componente independente

(ICA) defineste un model generativ
pentru date multimodale observate, care con-
stau in general in esantioane grupate in baze
de date de dimensiuni mari. In cadrul mode-
larii ICA, variabilele observate sunt definite
prin combinatii liniare sau neliniare de varia-
bile latente necunoscute; de asemenea, siste-
mul de combinare a variabilelor latente este
necunoscut. Variabilele latente care definesc
datele observate sunt repartizate non-gaus-
sian, sunt presupuse mutual independente si
sunt numite componentele independente ale
datelor observate. Tehnicile ICA permit cal-
cularea componentelor independente din ca-
drul datelor observate.
Tehnicile ICA sunt aplicate in analiza ima-
ginilor digitale, a bazelor de date document,
dar si la masuratori psihometrice sau in ca-
drul calculului unor indicatori economici. in
general, datele observate (masurdtorile) sunt
definite prin intermediul unei multimi de
semnale captate in paralel sau prin utilizarea
seriilor temporale. Cateva exemple de date
asupra carora sunt aplicate tehnici de analiza
de tip ICA sunt: combinatii de semnale sono-
re captate simultan prin intermediul micro-
foanelor, undele cerebrale inregistrate prin
aplicarea unor senzori multipli, seriile tempo-
rale paralele obtinute in cadrul unor procese
industriale s.a.m.d.

1. Definirea modelului de analizi in com-
ponente independente

Modelul statistic ICA este definit prin inter-
mediul variabilelor latente astfel. Fie
X,,X,,...,X, variabile aleatoare, definite prin

combinatia liniard a variabilelor aleatoare
8,,8,,...,8, . pentru orice 1<i<n,

(1) X, =a,s, +a,s, +..+a,s

in~n?

unde, pentru orice 1<i,j<n, a, €R. Prin

definitie, variabilele s,,s,,...,s, sunt mutual

independente. Modelul ICA este generativ, in
sensul cd, datele observate sunt obtinute
printr-un proces de mixare a componentelor

s.,1<i<n. Componentele independente
s,,1<i<n sunt variabile latente (nu sunt di-
rect observabile). De asemenea, coeficientii
a;,1<i,j<n sunt necunoscuti. Problema
este de a estima coeficientii a,,1<i, j<n si
variabilele latente s,,1<i<n pe baza obser-

vatiilor obtinute asupra variabilelor aleatoare

X,,X,,...,X, intr-un cadru cat mai putin res-

trictiv.
Fie x:(xl,xz,...,x,,)T, SZ(SpSza---’Sn)T i

A= Hai’ ; . Modelul ICA este definit de

1<i,j<n

relatia matriceala:

(2) x=As.

Fie a,,1<i<n coloanele matricei A. Mode-
lul ICA poate fi definit prin,
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(3) X= Zn:a[si
i=1

Modelul ICA cu zgomot este definit prin,
(4) x=As+n,

unde n:(nl,nz,...,nn )T este vectorul zgo-

mot. In general, tehnicile ICA in cadrul mo-
delelor cu zgomot sunt dezvoltate in ipoteze-
le in care zgomotul este gaussian si indepen-
dent de componentele principale s,,1<i<n.

In continuare este tratat cazul modelelor ICA
fara zgomot.

Estimarea coeficientilor si a componentelor
independente in modelul definit de (2) este
realizatd in cadrul urmatorului sistem de res-
trictii.

1. Variabilele latente s,,1<i<n sunt inde-
pendente .

2. Componentele independente s,,1<i<n

au distributie non-gaussiana.

3. Matricea A este patratica si inversabila.
Fara a pierde din generalitate, pentru simpli-
ficarea algoritmilor ICA, vom presupune in
continuare cd variabilele mixturd si compo-
nentele independente au medie 0. In cazul in
care presupunerea este falsa, este aplicatd
centrarea variabilelor utilizate. Daca vectorul
variabilelor mixturd este initial X', cu
E(x')#(0,0,...,0)", atunci algoritmii ICA sunt
aplicati vectorului centrat x = x'~E(x'). De-
oarece E(s)= A~ E(x), componentele inde-
pendente rezultd cu medie 0 si matricea de
mixare A ramane nemodificatd in urma pro-
cesului de centrare [6].

2. Estimarea modelelor ICA prin maximi-

zarea non-gaussianitatii

Non-gaussianitatea este o ipotezd de baza in
tehnicile ICA (vezi observatiile de la sectiu-
nea 1). Masurarea si maximizarea non-
gaussianitatii unui vector aleator determind
obtinerea unor modalitdti de estimare a mo-
delelor ICA.

Fie x vector aleator observat distribuit con-
form modelului ICA,x =As. Vom presupu-
ne pentru inceput ca toate componentele in-
dependente sunt identic distribuite. Estimarea
variabilelor latente este realizatd prin

s=A"'x, deci o componenti independenti
poate fi estimata printr-o combinatie liniara a
componentelor lui x,

y=b'x= Zbixi , unde b este vectorul care
i=l1

trebuie determinat. Obtinem,

(5)y=b"x=b"As.

Pe baza relatiei (5) rezulta ca y este reprezen-

tat prin combinatia liniarda a componentelor

independente s5,,1<i<n cu coeficientii

n
q" =b"A, y=b"x=q"s=>g;s,.
i=1

In practica, vectorul b poate fi estimat prin
utilizarea teoremei limita centrala. Ideea care
std la baza estimarii lui b este urmatoarea.
Deoarece combinatia liniard a unor variabile
aleatoare este mai aproape de o variabila dis-
tribuitd normal, comparativ cu oricare dintre
variabilele utilizate, y=q’s

“gaussiand” decat oricare din componentele
independente si este cu atat mai aproape de
una din variabilele s, cu cat apropierea de re-

este mai

partitia normald este mai micd. Pentru
1<i<n, daca y=s,, atunci ¢, este singura
componentd nenuld a vectorului q. Rezulta ca
vectorul b este aproximat prin maximizarea
non-gaussianititii variabilei y =b"x. Dacid b
este astfel incAt non-gaussianitatea lui b’ x
este maximi, atunci q=A"b are o singurd
componentd nenuld si y=b'x=q’s este
egala cu una din componentele independente.
In spatiul n-dimensional al vectorilor b, prin
optimizarea non-gaussianitdtii componentei
y=b"x sunt obtinute 21 puncte de maxim
local, corespunzand variabilelor s,,—s,,1<i<n.
Pentru optimizarea spatiului de cautare a vec-
torului b este parcursa o etapa de preprocesa-

re, constand 1n transformarea vectorului alea-
tor x Intr-un vector alb (vezi sectiunea 1),

z=Vx=VAs, cu E(ZZT ): I, . Pentru vecto-
rul z este determinat w care maximizeaza
non-gaussianitatea combinatiei liniare w'z.
Deoarece q=A"b=(VA)" w, rezulta

6) Jal’ =(W'VAYATVT W)=

Pe baza relatiei (6) rezulta ca, daca q apartine

2
W™
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sferei unitate, atunci si w este situat pe sfera
unitate. In consecintd, optimizarea non-
gaussianititii combinatiei liniare w’z este
realizatd 1n ipoteza ||w|| =1.

2.1. Masurarea non-gaussianitatii prin
Kurtosis

Fie y o variabila aleatoare de medie 0. Func-
tia kurtosis a variabilei y este definita pe baza
functiei caracteristice de gradul II,

#(@)=In(p(@)) = n(E(exp(jay))).
unde j = V=1 si @ este functia caracteristica

de ordinul I a variabilei y. Cumulantii de or-
din &k, k£ >1, ai variabilei aleatoare y sunt co-

eficientii dezvoltarii in serie Taylor a functiei
k
v d o)
¢ , Ky = (_ .]) k
do® | _

Functia kurtosis a variabilei aleatoare y este

cumulantul de ordin 4, kquy)zE(y4)—3(E(y2 ).
In continuare vom presupune ci y este nor-
malizat, E(yz):l. Obtinem, kur(y)=E(y*)-3,
deci, 1n aceasta situatie, kurtosis-ul este o

versiune normalizatd a momentului de ordin
4 al variabilei aleatoare y. Daca y este distri-

buitd normal, atunci E(y4 ): 3(E(y2 ))2 si

kurt(y)=3(E(y* )] —=3=0.

In cazul repartitiei normale de medie 0 si va-
riantd 1, kurtosis-ul este nul; pentru majorita-
tea repartitillor non-gaussiene, masura
kurtosis este, insa, nenuld. Variabila aleatoa-
re )y se numeste subgaussiand daca
kurt(y)<0; dacd kurt(y)> 0, atunci y este

supragaussiand. O  variabila  aleatoare
supergaussiand, y, are densitatea de repartitie
cu valori mari in 0 si in pentru y mare, res-
pectiv cu valori mici pentru valori intermedi-
are ale lui y. Daca y este subgaussiana, atunci
densitatea de repartitie este cu variatii mici
intr-o vecindtate a lui 0 si cu valori mici in
rest. Datoritd modului simplu de calcul, func-

tia |kurt| este des utilizatd ca mdsura a non-

gaussianititii In estimarea modelelor ICA
[6]. Masura kurtosis este estimatd uzual prin
momentul de ordin 4 al datelor observate,
analiza teoretica fiind simplificata de proprie-

tatea de liniaritate: dacd x,,x, sunt variabile
aleatoare independente si o este constanta,
atunci,

kurt(x, + x, )= kurt(x, )+ kurt(x, ) si

kurt(ox, )= a* kurt(x, ).

Algoritmul gradient bazat pe functia
kurtosis

Fie x vector aleator observat distribuit con-
form modelului ICA, x=As si z=Vx=VA,
cu E(ZZT )= I, vectorul obtinut dupd prepro-

cesare. Maximizarea functiei ‘kurt(wT Z) este

realizata pe baza algoritmului gradient astfel.
Fie w initial selectat aleator. Vectorul w este
modificat conform directiei 1n care

‘kurt(szl are o crestere mai “rapida”. De-
oarece vectorul z este cu proprietatea ca
E(zz ! ): I

., rezultd ca E((wrz)2)=||w||2 si
gradientul functiei ‘kurt(wTZX este calculat
prin,

(7) akur;E:\ﬂz] = 4sign(kurt(wTZ)iE(Z(WTZ)3 )— 3wwl’ ]

Functia ‘kurt(wT z} este optimizata pe sfera

unitate, deci vectorul w este normalizat dupa
fiecare pas. Pentru a simplifica algoritmul

2
, deoarece

putem omite termenul —3w||w|

acesta schimba doar norma lui w, nu si direc-
tia. Algoritmul gradient este descris, pe baza
relatiei (7), astfel [6].
Aw = w(t) - w(t - 1)

Aw = signfkurt(w 2))Elelw 2

w 2 b 2
W ”— , unde oc = "este proportional cu”.
w

O varianta adaptiva a algoritmului gradient
pentru maximizarea non-gaussianitdtii poate
fi obtinuta prin omiterea operatiei de medie-
re; rezulta relatiile,

AW o sign(kurt(sz)k(sz)3 , W ﬁ
w
in varianta adaptiva, fiecare observatie z(t)

poate fi utilizata in algoritm o singura data.
Observatii

1. Pentru calculul valorii sign(kurt(wT z)), nu
poate fi omisa operatia de mediere din defini-
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tia functiei ‘kurt(wTZX . In acest scop, functia
kurtosis poate fi estimata prin,

(8) Ay o« ((WTZ)4 - 3)— /4

Relatia (8) defineste estimarea functiei
kurtosis de tip medie mobila.

2. In multe situatii practice, este cunoscuti
proprictatea de subgaussianitate, respectiv
supragaussianitate a distributiilor de probabi-
litate a componentelor independente, deci

sign(kurt(wT z)) este cunoscut.

Algoritmul FastICA bazat pe utilizarea
functiei kurtosis

Algoritmul FastICA pe baza functiei kurtosis
este mai eficient comparative cu algoritmul
gradient, datoritd urmatoarelor considerente.
La momentul stabilizarii algoritmului gradi-

ent, gradientul functiei ‘kurt(wT z} indica di-

rectia vectorului w, adicd este egal cu w
multiplicat cu o constanta scalard. Doar in
aceasta situatie, addugarea gradientului la w
nu modifica directia vectorului si algoritmul
converge [6].

Algoritmul FastICA este derivat astfel. Din
(7) obtinem,

(9)w e |_E(z(sz)3 )— 3w||w||2 J
Relatia (9) permite utilizarea urmatoarei re-
guli de actualizare, urmata de scalare,
(IO)W(—[E(Z(WTZ) ) 3WJ W
[l
Vectorul obtinut pe baza relatiei (10) permite
calculul uneia din componentele independen-
te prin w'z.
2.2. Masurarea non-gaussianitatii
negentropie
Negentropia este definitd pe baza principiului
entropiel maxime, ca 0 masurda a non-
gaussianitdtii unui vector aleator. Fie y vector
aleator cu densitatea de repartitie p . Entro-

prin

pia vectorului y este definita prin,
H(y)==[p,(n)log p, (n)dn.

J‘¢ {1 + K} (5) + K4 H4 (Cf)\J log(¢(§))+ K3 H

4

Conform principiului entropiei maxime, in
clasa distributiilor cu medie si matrice de co-
varianta date, entropia maxima este obtinutd
pentru distributia normald. Rezultd ca entro-
pia poate fi utilizatd ca masurd a non-
gaussianitatii. Negentropia unui vector alea-
tor y cu medie m, si martrice de covariantd

L. este definita prin,

(1 1) J(y) = H(y Gauss ) - H(y)’ unde yGauss Cs-
te distribuit N(m , %)

Negentropia este intotdeauna pozitiva, valoa-
rea 0 este atinsa daca si numai dacd y este
distribuit normal. Utilizarea functiei negen-
tropie ca masurd a non-gaussianitatii unui
vector aleatoru este justificatd de teoria in-
formatiei (principiul entropiei maxime).
Principalul inconvenient in masurarea non-
gaussienitatii prin negentropie este de ordin
practic; estimarea negentropiei pe baza defi-
nitiei (11) necesitd estimarea (posibil non-
parametrica) a densitdtii de repartitie.

O wvariantd alternativd de aproximare a
negentropiei unei variabile aleatoare y, cu
medie 0 si dispersie 1 poate fi obtinutd prin
dezvoltarea Gram-Charlier a densitatii de re-

partitie p, [6]
12 H,(8)
(12) , (¢ §)£1+ 3' o j

unde ¢ este functia caracteristica asociata lui

vy st H, sunt polinoame de gradul i, cu pro-
prietatea,

[o(e)H (¢

relatia (12), obtinem, H(y

i, (E)de=1" "7 . Utilizand
O £

)=—[ b, ()logp, (£)ds -

Entropia este aproximata in ipoteza ca densi-

tatea de repartitie este apropiatd de repartitia

normald standard, pentru care cumulantii din
2

(12) sunt foarte mici, deci jog( 1 ¢)~ ¢ - % .

Obtinem,
H,(¢) H4(cf)j2
.(¢) H4(e:)_(3 3
3! Yo 2
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(K4 )2

si, in continuare,
2
3
(xy)"

H(y)= [ ol¢)oglp(§ g -2 - -2 -

Rezulta ca negentropia poate fi estimata prin,
1 > 1

13) J(y)~—(E(’ ) +—kurt(y).

(13)J(») 12( () + g kurt(y)

O abordare alternativa a calculului negen-
tropiei unei variabile aleatoare y presupune
inlocuirea in (13) a functiilor polinomiale
y>,y* cu functiile G', nu neapdrat polino-
miale §i aproximarea negentropiei prin me-
diile E(Gi(y)) [6]. De exemplu, pentru G'
functie nepolinomiald impard si G* functie
nepolinomiala para, obtinem aproimarea,
(14)J(0) =k (EG' O)) +k.(E(G> ()-ElG* v))f
unde k,,k, sunt constante pozitive i v este
variabild normala standard. In cazul in care
este folositd o singura functie nepolinomiala
G, aproximarea negentropiei este,

2
(15) J () = (E(G(y)) - E(G(v)))".
Pentru estimarea parametrilor modelelor
ICA, este utilizata una din variantele,

G(y)= ilog cosh(a,y), 1<a, <2,

a,

2
respectiv, G(y)=— exp(— y?J .
Algoritmul gradient pe baza negentropiei
Aproximarea unei componente independente
a modelului ICA poate fi realizata pe baza
algoritmului gradient pentru maximizarea
negentropiei, astfel, [6]
Aw =w(t)-w(t 1)

Aw o ¥ E(zg(sz))
W ”%, unde y =E(G(y))-E(G(v)), v

este variabila aleatoare normala standardizata
si g este derivata functiei G, alegerile cele
mai frecvente fiind,

(16) g(y)= tanh(a, ),
(17) g(y)=y exp[— y?j , respectiv
(18) g(v)=»".

Similar algoritmului gradient pentru maximi-
zarea non-gaussianitatii prin kurtosis, poate fi

obtinutd o variantd adaptivd prin eliminarea
medierii in calculul Aw. Constanta y este
estimata prin,

Ay = (G(w'2) - E(G(V))- 7

Obtinem urmétorul algoritm [6] pentru calcu-
lul vectorului w si derivarea componentei in-
dependente w'z.

Date de intrare: x = (x1 3 Xy geees X, )T, vectorul
datelor observate

Preprocesare:

1. Centreaza datele observate

2. Calculeaza  vectorul alb z=VX,

1

V=A 20", unde ®=(¢,,9,,...,) este ma-
tricea cu coloane vectorii proprii normati ai
matricei de covariantda X = E(xxT ) s
A =diag(4,, A,,..., 4, ).

Pas 1. Selecteaza aleator vectorul unitar w si
valoarea initiald a lui y

Pas 2. Calculeaza noul vector w prin
AW o yzg(sz), cu g definita prin (16), (17)
sau (18).

Pas 4. Daca semnul valorii y nu este a priori
cunoscut, calculeaza noua valoare y prin

Ay = (Glw'z) - E(G(v))- 7.
Pas 5. Daca algoritmul nu s-a stabilizat, reia
Pas 2 — Pas 4.

Algoritmul FastICA pentru maximizarea
negentropiei

Similar algoritmului FastICA pentru maxi-
mizarea non-gaussianitatii prin functia kurto-
sis, metoda gradient sugereaza regula de ac-
tualizare,

(17) W < E(zg(wTZ)),

urmatd de normalizarea vectorului w. Coefi-
cientul y poate fi omis, datoritd faptului ca

y este eliminat prin normalizare. Derivarea
unui algoritm FastICA pentru maximizarea
negentropiei nu poate fi realizatd insda prin
(17) , datoritd convergentei slabe a algoritmu-
lui rezultat. Regula de actualizare (17) este
modificata astfel [6].
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w= E(zg(sz» este echivalentd cu

(18) (1 + a)w = E(zg(wrz))+ aw .
Coeficientul « este determinat prin metoda

de aproximare Newton. Pentru aplicarea me-
todei Newton, este utilizat faptul ca maximul

negentropiei variabilei latente w’ z este obti-
nut pentru un optim al mediei E(G(WT z))
Conform conditiilor Lagrange, optimul lui
E(G(WTZ)) in ipoteza E((sz)z):”w"2 =1
este obtinut in punctul
Lagrangian-ul, adica

(19) E(Zg(WTZ)>+ Pw=0.
Ecuatia (19) este rezolvati prin metoda New-
ton astfel. Fie F = E(zg(wT z))+ pw . Gradi-
entul functiei F este,

(20) % = E(zzTg'(sz))+ A

Pentru a simplifica determinarea inversei in
(20), primul termen este aproximat prin
E(ZZT g (WTZ)) r E(ZZT )E(g' (WT Z)) = E(g' (WT Z))I ,
deci gradientul devine matrice diagonala si

inversa poate fi calculatd direct. Rezulta ur-
matoarea iteratie Newton,

E(zg(sz))+ Pw
E(g'(sz))+ﬂ .
Regula de actualizare (2 1) poate fi simplifi-

care anuleaza

21) wew-—

catd in continuare prin
E(g'(wT z))+ [ sirezulti,
(22) W E(zg(sz))— E(g'(sz))w .
Algoritmul FastICA rezultd pe baza relatiei
(22) si este descris astfel [6].

. T
Date de intrare: x = (x1 , X, ,...,xn) , vectorul

inmultirea cu

datelor observate
Preprocesare:
1. Centreaza datele observate

2. Calculeaza  vectorul alb
1

V=A®", unde ®=(¢,,9,,.,0,) este
matricea cu coloane vectorii proprii normati
ai matricei de covarianta X =FE (XXT) si
A = diag(4,, 4,,...,4,).

Pas 1. Selecteaza aleator vectorul unitar w
Pas 2. Calculeaza

W« E(Zg(sz))— E(g' (WTZ))W , cu g defini-

z=VX,

ta prin (16), (17) sau (18).

Pas 4. Daca algoritmul nu s-a stabilizat, reia
Pas 2 — Pas 3.

2.3. Estimarea mai multor componente in-
dependente ale modelului ICA

In cadrul sectiunilor 2.1 si 2.2. au fost pre-
zentati algoritmi pentru calculul unei singure
componente independente w’z. In continua-
re sunt descrisi doi algoritmi pentru estima-
rea mai multor componente independente ale
modelului ICA definit de (2). Posibilitatea

calculului mai multor componente indepen-
dente este asiguratd de faptul ca orice doi
vectori w,, w o lFE] corespunzatori compo-

nentelor independente s,,s; sunt ortogonali
si E((wiTszfz)): WiW,

Algoritmul de ortogonalizare prin deflata-
re

Ortogonalizarea prin deflatare utilizeaza me-
toda Gram-Schmidt, deci componentele in-
dependente sunt estimate secvential. Pentru
p=1, daca au fost calculati vectorii

W, W,,..,W ,atunci w , este calculat ast-

fel:

1. aplica regula de actualizare a unui algo-
ritm pentru estimarea unei singure compo-
nente independente;

2. extrage din w, , proiectiile vectorilor

WL, Wy, W (vectorii  proiectie  sunt

T .
(Wp+lw_/)“'j’ I<j<p)
Rezultd urmatorul algoritm pentru estimarea
secventiald a m componente independente ale
modelului ICA, [6]
Date de intrare: x = (x1 3 Xy ey X, )T, vectorul
datelor observate
Preprocesare:
1. Centreaza datele observate

2. Calculeaza  vectorul alb z =Vx,

1
V=A2®", unde ®=(¢,,¢,,...0,) este
matricea cu coloane vectorii proprii normati
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ai matricei de covarianta X =F (XXT) si
A =diag(1,, Ay, 4, ).

Pas 1. Alege m, numarul componentelor in-
dependente de estimat; p <1

Pas 2. Initializeazd w , (aleator)

Pas 3. Aplica regula de actualizare a unui al-
goritm pentru estimarea unei singure compo-
nente independente pentru calculul lui w

Pas 4. Aplicd regula de ortogonalizare
p-1

T
W, <w, - Z(prj )W.i

Jj=1

Pas 6. Daca algoritmul pentru calculul vecto-
rului w , nus-a stabilizat, reia Pas3 — Pas 6.
Pas 7. p< p+1; dacd p<m, reia Pas2 —
Pas 7.

Algoritmul de ortogonalizare simetrica

Fie m, numarul componentelor independente
de estimat. Ortogonalizarea simetricd permite
obtinerea vectorilor w ,,1< p<m, in para-
lel, astfel.

1. aplicad regula de actualizare a unui algo-
ritm pentru estimarea unei singure compo-
nente independente in paralel pentru fiecare
w,,1<p<m;

2. ortogonalizeazd vectorii w,,1<p<m,
prin aplicarea unei metode de ortogonalizare
simetrica a matricei W = (W1 SWo oty W )T .
matricei

Ortogonalizarea  simetricd a

W= (w1 SWo ety W )T este realizata prin,
(23) W« (WWT )% W . in relatia (23), matri-

cea (WWT )_% este obtinutd prin descompu-
nerea WW' =®'A'(®')",

unde A'=diag(1',,1',,..,A',) este matricea
diagonald a valorilor proprii ale matricei
WW/' si @' este matricea cu coloane vecto-
ri proprii normati corespunzatori
(1,2, ,..,A4'",). Obtinem,

1 1

(24) (WWT)2 =’ A2 (@)
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