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Parameter Estimation with a Hidden Markov Model (HMM)

Lect.dr. Catalina-Lucia COCIANU
Catedra de Informatica Economica, A.S.E. Bucuresti

The research reported in the paper focused on the estimation of statistical parameters of

HMMs. The parameter specification Awould, in an important statistical sense, allow the
HMM of the given structure to account best for the observed data Y. We will arrive at the re-
quired algorithms (Baum and Baum-Welch, or forward-backward algorithm) by intuitive rea-
soning and we will derive the Expectation-Maximization algorithm and use it to justify the
convergence and optimality of the Baum-Welch algorithm. To derive the Baum-Welch algo-
rithm for a discrete output alphabet, we will use the formulation of HMMs in which various
transactions are deterministically related to the observed outputs.

Keywords: Hidden Markov Model (HMM), maximum likelihood estimation, Baum algorithm,

Baum-Welch algorithm.

Introducere
Fie X, X,,....X

abile aleatoare cu valori in N ={12...,c}. in

o secventa de vari-

PEIRD

general, pentru orice n>1, are loc formula
Bayes, Vi,i,,....i, €N,

P(X, =i, X, =iy X, =i, )= [ [ P(X, =i, | X, =i, X, =iy X, =i, ).
j=1

Variabilele aleatoare X, X,,..., X ,... formeaza un lant Markov daca, pentru orice j>1 si
Viyiysei, €N, P(X, =i, | X, =i 1<k < j-1)=P(X, =i, | X, =i_)

Lantul Markov X,,X,,...,X este un

proces cu un numar finit de stdri, tranzitiile
dintre stari fiind specificate prin intermediul
functiei p. Modelul de lant Markov este ob-
servabil, in sensul ca, la fiecare moment de
timp, iesirea procesului este o multime de
stari, fiecare stare fiind corespunzatoare unui
eveniment observabil.

Conceptul de model Markov ascuns (Hidden
Markov Model) este definit astfel incat stari-
le lantului Markov genereaza date observabi-
le, In timp ce secventa de stiri raméne ascun-
sa. Astfel, vor fi definite:

e alfabetul de iesire Y={0,1,....6 - 1};

e spatiul starilor X ={1,2...,c} si s, stare ini-

note.

tiald unica;

e distributia de probabilitate a tranzitiilor din-
tre stari, p(s'| s); procesul determinat de
multimea starilor si probabilitatea tranzitiilor
intre stari este un lant Markov;

e probabilitatea de distributie a iesirilor, aso-
ciata fiecarei tranzitii de la o starea s la o sta-

rea s’, q(y | s,s’), pentru orice s,s'€ N; pro-
cesul astfel obtinut este un lant Markov.
Pentru utilizarea HMM ca model de generare
de date este necesard cunoasterea probabilita-
tii de tranzitie intre stari, a probabilitatii obti-
nerii fiecarui simbol din alfabetul de iesire,
precum si a structurii tranzitiilor. Deoarece in
cele mai multe situatii sunt disponibile numai
esantioane de date, problema este de a con-
strui un model astfel incat datele generate de
acesta sa fie “de acelasi tip” cu datele obser-
vate.

Obtinerea unor estimari “suficient de bune” a
structuri interne si a probabilitatilor care ca-
racterizeazd un HMM este imposibild; pro-
blema care poate fi rezolvata este estimarea
parametrilor modelului pe baza unei structuri
a tranzitiilor consideratd cunoscuta.
Parametrii unui HMM vor fi estimati pe baza
principiului verosimilitatii maxime. Pentru a-
ceasta, fie P, (Y) probabilitatea ca modelul
definit prin parametrii A sd produca simbolu-
rile de iesirile observate Y =(y,,7,,... 7, );
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estimarea parametrilor A revine la rezolvarea
problemei variationale (1) A = argmax P, (Y).
A

Specificarea parametrilor A pe baza relatiei
(1) este realizata exclusiv utilizand datele ob-
servate 'Y = (yl,yz,...,yk). Pentru ca estima-

rile A s fie suficient de bune (dar nu neapa-
rat optime) este necesar ca datele Y utilizate
pentru invatare modelului sa fie reprezentati-
Ve pentru proces.

{&lgoritmul Baum

In continuare vom prezenta algoritmul Baum
pentru calculul A utilizand exclusiv argu-
mente de naturd intuitivd si empiricd. Vom
considera urmatoarea reprezentare a modelu-
lui ai cdrui parametri sunt estimati. Intre ori-
care doud perechi de stari s, s exista cel pu-
tin o tranzitie nenula ¢, L(t)=s si R(t)=s" si
cel putin o tranzitie nuld ¢’ L(t') =5 si
R(t')=s". Vom nota cu ¢(y|t)=q(y|s.s'),
unde L(t)=s si R(t)=s".

Fie Y =(y,,7,,....y,) simbolurile de iesire
observate si P{zi = t} probabilitatea ca, dupa
i etape ale procesului, sa fie considerata tran-

zitia ¢ (¢ este cea de-a i-a tranzitie nenula
aplicata).

Vom defini contoarele, (2) c(f)=
i=0
tranzitille ¢ si

Pl =1},

kl 3)

c(y,t)= Z_JP{ti = t'}S(yM,y), pentru toate
i=0

tranzitiile nenule ¢’ , unde & este functia
Kronecker.
Pentru fiecare tranzitie #, c(f) este numarul

pentru  toate

de aparitii ale tranzitiei ¢ si, dac ¢ este
nenuli, ¢(y,?) reprezinta numarul de efectu

ari ale lui ¢ cu generarea simbolului de iesire
y. Utilizadnd contoarele definite prin relatiile
(2) 51 (3), rezulta ca estimatiile “naturale” ale
parametrilor modelului sunt,

" (y.1)
c*(¢)

larsi p(r)=

, pentru orice tranzitie nenu-

0
Zt':L(['):L(t)C*(t')
zitie t, unde ¢ (,1)=c(»,0)P(y;, ¥, 1) 8

C*(Z)Z C(I)P(ylayzr"’yk)'
Estimarea parametrilor modelului pe baza
contoarelor definite prin (2) si (3) este posibi-
13 daca pot fi calculate probabilitatile

P’ gi = t'}: P{ti = l’}P(yl,yz,...,yk ).
In acest scop vom defini,
. P*{ti = t}- probabilitatea producerii sirului

(v |t)=

, pentru orice tran-

de simboluri de iesire Y =(y,,y,,....y,) si
astfel incat, dupa i etape ale procesului, sa fie
efectuata tranzitia ¢, i =0,1,...,k —1;
oa,(s)= P{si = s} - probabilitatea generarii
sirului y,,,,...,», §i starea atinsa la etapa i
estes, i=0,1,.,k;
o Bi(s)zP{resﬂsi =s}- probabilitatea ge-
nerdrii sirulut y,,,,...,y, , dacd starea atinsa la
etapaiestes, i =0,1,...,k.
Deoarece tranzitia ¢ poate fi considerata dupa
ce modelul a atins starea L(¢) si, dupa efec-
tuarea lui ¢ procesul continud incepand cu
starea R(¢), rezult (4)
Pl i) {%(L(t))p(t)q(y,»+l | B, (R(2)), £ nenula

' =tj= )

o, (Le)p(e)p, (R(r)). ¢ nula

De asemenea, similar definitiei recursive
(18), obtinem,

a,(s)= Yo, (LE)pl)gly, 1)+ Z;%(L(t))p(t) (5)

AN
unde N(s) este multimea tuturor tranzitiilor
nule ¢ cu R(f)=s si avand starea initiald mai
micad decat s ( L(t)< s)si N (s) este multi-
mea tuturor tranzitiilor nenule ¢ cu R(¢)=s.
Cu toate ci relatia (5) include o, (s) in ambii

membri ai egalitatii, poate fi evaluata in con-
ditiile In care modelul nu include tranzitii nu-

teN(s
le care sa formeze cicluri prin aplicarea unui
algoritm de ordonare. Relatia (5) poarta nu-
mele de recursie inainte (forward).
Valorile, (s) pot fi calculate recursiv prin,
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Bi(s)z Zp(t)q(ym |t)Bi+1 (R(t))+ ZI)’J(f)B,(R(f)) (6)unde,

teM(s)
M(s) = {t : L(t) =, t este nuld, R(t) > s} si
M(s)={t: L(t)=s, t este nenula }.

Relatia (6) este referitd drept recursie inapoi
(backward).
Algoritmul Baum [6] pentru estimarea para-
metrilor modelului este construit pe baza re-
latiilor (5) si (6), care permit evaluarea pro-
babilitatilor P é" =t} prin (4).
Pas 1. Pasul inainte: pentru i =0,1,...,k cal-
culeaza ai(s) prin (5), pentru orice stare s a
utilizata

modelului; este

oco(so): 1.
Pas 2. Pasul inapoi: pentru i =k —1,...,0 cal-

initializarea

culeaza B,-(S) prin (6), pentru orice stare s a

modelului; sunt  folosite
B, (s) =1, pentru orice s € N.

initializarile
Pas 3. Evaluarea probabilitatilor de tranzitie:
pentru i = k —1,...,0 si orice tranzitie t, calcu-

leaza P {ti = t} utilizand relatia (4).

Pas 4. Estimarea parametrilor:

Calculeaza contoarele ¢’ (t)= kZ_EP* {ti = t},

pentru toate -

¢ (y,t)= EP* {z‘" = t'}é(yl.ﬂ,y), pentru toate
i=0

tranzitiile nenule #” .

tranzitiile t si

Calculeaza estimatorii, (7) (j(y | t) =

pentru orice
- <)
a 2o ()
In cadrul algoritmului Baum au fost utilizate
valorile p(z‘) si q(y | t) in aplicarea relatiilor
(4), (5) si (6), deci tocmai a parametrilor care
sunt estimati. In scopul evitirii acestui in-
convenient, algoritmul pentru estimarea pa-
rametrilor HMM poate fi definit astfel [6]:
Pas 1. Seteazi arbitrar parametrii p(¢) si

tranzitie nenuld ¢ si (8)

, pentru orice tranzitie ¢.

q(y | t); alege n €N, numarul de iteratii.
Pentru / =1,2,...,n, repeta

teN(s

teM (s
Pas 2. Aplica algoritmul Baum pentru calcu-
lul p(t) si G(y|¢) utilizand ultimele valori
calculate pentru p(t) si q(y | t).
Observatii.
1. Algoritmul Baum determind obtinerea
unor estimatori A care nu indeplinesc neapa-
rat (1); estimatorii calculati de algoritmul
Baum sunt maxime locale: fie P, (Y) proba-
bilitatea ca modelul definit prin parametrii A
sd produca simbolurile de iesirile observate
Y = (yl,yz,...,yk ), parametrii A’ parametrii
calculati prin (7) si (8) si A parametrii utili-
zati 1n aplicarea relatiilor (4), (5) si (6). Obti-
nemci P,(Y)> P (Y).
2. In multe situatii practice, nu poate fi cu-
noscut sau estimat numarul de pasi, #n, nece-
sar obtinerii estimatorilor p(t) si ¢(y|¢). O
variantd utilizatd in implementarea algorit-
mului prezentat mai sus, este repetd pasul 2
cat timp modificdrile asupra ﬁ(l) si
é(y|l‘) sunt superiocare unei valori date,

€.

Normalizarea in algoritmul Baum

In multe situatii practice in care este aplicat
algoritmului Baum, calculul recursiv al valo-
rilor a,(s) si B,(s) prin relatiile (5) si res-
pectiv (6) presupune un numar mare de etape
k. In consecintd, precizia cu care sunt calcu-
late o,(s) si B,(s) este micid pe masura ce i
creste (in cazul oc,.(s)), respectiv descreste
(in cazul B,(s)). in scopul evitarii pierderii
de precizie prin variatia lui i, pot fi aplicate
normalizari in procesul recursiv de calcul al
valorilor a,(s) si B,(s).

Fie 0,,0,,...,0, numere pozitive si

. a,(s) - Relatia (5) implica,
o (s) == ’
19,

Jj=0

o' (s)=a;(s)Q, = Z(gfil(L(t))p(t)q(y,- )+ Za (LOpl) O

Daca vom considera

teN(s)
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(10) Q, =1si VI<i<k, Q = Za (s),
rezultda cd VI<i<k, > a(s )—1$1 pasul

inainte din algoritmul Baum este descris ast-
fel [6].

1. Calculeazi valorile a',(s) conform ordo-
narii starilor, utilizdnd valorile normalizate
oy (s )

2. Calculeaza Q, —ZOL' ( )

B (s)=B; (s = Zp()q(y,ﬂlt),ﬂ(())

teM 3
Pasul inapoi al algoritmului Baum este modi-
ficat conform relatiei (11) similar pasului
inainte prezentat mai sus.

P(3,ys sy )=

s

i

3. Aplica normalizarea o (s)= nece-

sara calculului valorilor o', , (s).

In scopul normalizarii la pasul inapoi al algo-
ritmului Baum sunt folositi aceiasi factori

01,010, , B (s)= Ef(s) Rezult,
lTe,
2 PP (R

IEM v
Observatii
1. Deoarece V1<i<k, Y a(s)=1, din re-

latia (10) rezulta,

So)-% w012 |-T102

Utilizand definitiile valorilor a;(s) si B;(s), obtinem,

k

ai(s)Bm (S)

(S)BM (S)H Q,

a; ()87 ($)P(y5 ¥30mees 1)

Jj=
3. Din P’ {ti = t'}: P{ti = t} P(3,, V55 ¥, ), rezultd ci probabilitatea P{ti = t} poate fi calcu-

. o o (L
latd similar relatiei (4) prin, P{l’ = } { (L
(xl

si este utilizatd in evaluarea contoarelor c(r)
si c(y,t) conform (2) si (3), evitdnd astfel

k

calcularea explicita a valorii [ O, .
i=l1

Teorema EM. Algoritmul de maximizare a
mediei

In continuarea este prezentati teorema de
maximizare a mediei, utilizatd pentru con-
structia §i demonstrarea convergentei si op-
timalitatii algoritmului Baum-Welch [6]. Te-
orema EM este bazatd pe inegalitatea Jensen:
pentru orice distributii discrete de probabili-

tate, p( ) si q(x),

(12) Zp( Jlog, p(x)= Zp( Jlog, q(x).

Fie y data observabila, Pe( ) distributia de
probabilitate a lui y 1n cadrul unui model ca-

racterizat de parametrii 6' (0' reprezintd to-
talitatea parametrilor ale caror valori intervin

(ODp()a(v;,, [0BL1(R(z)). £ nenula
(O)p()p; (R()Q,. ¢ nula

in specificarea distributiei £, ) si Pe(y) dis-
tributia de probabilitate corespunzatoare se-
tului de parametri 6. Problema este de a de-
termina conditiile In care aparitia datei y es-
te mai probabild in modelul caracterizat de 6
comparativ cu modelul specificat prin 0' (in
acest caz, O este o imbunatatire a lui 6').
Fie ¢ o variabild aleatoare cu valori determi-
nate in cadrul aceluiasi proces care a deter-
minat generarea datei y; ¢ este deci guver-
natd de valorile parametrilor 0', respectiv 0
(de exemplu, in cazul unui HMM, y cores-
punde unei secvente de iesire observate, iar ¢
poate reprezenta o mulfime de stiri sau o
secventa de tranzitii).
Deoarece Y P, (t]|y)=1, rezulta,

t
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log, Py(v)-log, B, (v)=> P,(t|y)log, P, (y)- > Py (t] y)log, Pp(y).

In continuare, obtinem,

longe()’)_logb () ZP t|y10gb[Pe

Py (t,y)

_ZP (”J/)logb
R(t]y)
_ZP ([|y)10gb (
+ ZPe'(t | y)log, P,
ZZPG'(t|y)1Ong9(ta

inegalitatea rezultand din (12). Obtinem ur-
matoarea teorema.

Teorema EM (maximizarea mediei)

Daca

(13) ZP9~(1 | Y)l()gb Pe(t,y)> ZPe'(t|J/)10gb Ra'(tay)’

rezulta (14) P, (y) > Pe(y)

Teorema de maximizare a mediei are urma-
toarea interpretare. Daca initial parametrii
modelului sunt setati pe 0' si sunt selectati
parametrii 0 astfel incét relatia (13) sa fie
indeplinita, atunci data y este observata cu o
probabilitate mai mare in modelul caracteri-
zat de parametrii © comparativ cu modelul
specificat prin 0'.

In scopul aplicarii optime a teoremei EM, es-
te necesard determinarea unei instante 0 care
sd maximizeze membrul stang al inegalitatii
(13). Teorema este numitd maximizarea me-
diei pentru cd, media variabilei aleatoare
log, Pe.(t, y) in raport cu distributia initiala
P,(t]y) este maximizati prin considerarea
ei ca functie de argument 0,

;Pe-(f | y)l()gb Pe(t»y)> Zt:Pe'(t | y)l()gb Pe'(t»y)'

Pe baza teoremei EM este obtinut algoritmul
de maximizare a mediei, astfel [6].
Pasl. Selecteaza 0', valorile initiale ale pa-
rametrilor modelului.
Repeta
Pas2. Calculeazda © care maximizeaza
membrul stang al inegalitatii (13)
Pas3. 6'«< 0
cat timp C.
Conditia C este prestabilitd si asigura inche-
ierea calculului; specificarea conditiei C poa-

21 y)= 2 Py(e] y)log,

) Zms 0]

Py(t.y) _
ZPG(U’) (t| )

;U

~

) ZPe(t|y)10gb ( )

t

e(t‘y)2

t

J’)_Ztlpe'(t | y)logb Pe'(t,y)

te fi realizata utilizand urmatoarea observa-
tie. Pe masurd ce algoritmul calculeaza noi
valori ale parametrilor ©', probabilitatea
P,(y) creste pani la o anumita valoare, dato-

rita faptului ci P, (y)<1. Rezultd C: la ulti-
ma iteratie P, (y) si-a modificat valoarea cu

cel putin €, unde ¢ este un parametru fixat.
Observatie. Aplicarea algoritmului de ma-
ximizare a mediei depinde esential de alege-
rea variabilei aleatoare auxiliare ¢, care tre-
buie sd permitd calcularea mediei maxime in
membrul stang al relatiei (13). In cazul
HMM, determinarea unei astfel de variabile
este posibila.

Algoritmul Baum-Welch

Algoritmul Baum-Welch este derivat pe baza
teoremei de maximizare a mediei si este apli-
cat unui alfabet discret de simboluri de iesire
Y [6]. In continuare vom utiliza definitia
unui HMM in care tranzitiile sunt caracteri-
zate Tn mod determinist de simbolurile de ie-
sire observate; fiecarei tranzitii nenule 7 1i es-
te asociat simbolul de iesire Y(¢)=y.

Fie y=y,»,..y, secventa de simboluri ob-
t=t .t k>n sirul de

LWV

servatd si LA
tranzitii care a generat y; pentru orice
1<I<k,t,,

L
care starea initiala este i,. Deoarece t este un
VI<I<kRlt,, )=ip,.
modelului, 6, reprezinta totalitatea probabili-
tatilor de tranzitie, p, = P(t,.j.)

reprezintd a j, —a tranzitie, in

drum, Parametrii
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Problema este de a calcula
max > B (t|y)inP(ty). Este utilizatd in
t

continuare metoda multiplicatorilor La-
grange.
0
pij t
0
By (t= Y)

Obtinem ZP (tly) p],,) 0 —a, =0 (15)
UM

Deoarece drumul t determina secventa y, re-
zulti ca P,(t,y)=0 daca y este incompatibil

k k
Py(t)= l:l[P(ti,j, ): HP,-,,-, :

Fie ¢, (t) numarul de tranzitii t,, din drumul

2 At )=—Hp,,,,

i Py =

cutsau P(ty)=

t. Pe baza relatiei —

0
B(t.y)
obtinem Py el
Pe(taY) P

Utilizand
Z P (t]y) ¢(t) _y,» deci

i

relatia rezulta

(15),

1

LS By, 1)

=——— P, (t,y), (t)=
b %P, (y)z [} ( Y)cy( ) K, 4
unde K, este constanta de normalizare

()

poate fi evaluata astfel c, ( )= 25( Lot ,1)

(Zpii - 1] Deoarece t= t’\]l t' 2J3 " t’k.fk ’
J

Pentru toate tranzitiile nenule 7, , are loc sirul

de egalitati,

WARIACE HHA I ATIE

=1

k .
=21Pe (J’n)’za Vi8S = )p Fy (yzaym: wVals = ( ‘))adeCI

Zt:Pe'(tﬂy)Cij( ) Zal 1()p i Bz ( ( '))7(16)

unde, o (s)= P, (yl,yz, SVisS; =5) s
Bl ( ): (J’/+1a)’1+2a SVl _S)

k

= Pe'(yl’yzﬁ'":yl—lﬂsl—l =
1=1

Si Zt:})(a (tsY)C[/ (t): IZ:‘OL/eil (i)p'” B?—l (R(tg/ )) (17)

In relatiile (16) si (17), fiecare membru drept
este contributia adusa de algoritmul Baum-
Welch in calculul valorilor p; la urmatorul

pas. Valorile a(s) si B! (s) sunt obtinute
iterativ pe baza relatiilor (5) si (6).

Bibliografie

[1] Bishop C., “Neural Networks for Pattern
Recognition”, Oxford University Press, 1996
[2] Boulard H., Morgan N., “Connectionist
Speech Recognition: A Hybrid Approach”,
Kluwer Academic Press, 1994

[3] Devroye L., Gyorfi L., Lugosi G., “A
Probabilistic Theory of Pattern Recognition”,
Springer Verlag, 1996

[4] Gold B., Morgan N., “Speech Audio Sig-
nal Processing”, John Wiley & Sons, 2000

Pentru toate tranzitiile nule tys obtinem,

WAINOE DA TIE

/=1 t

)p Py (ylayma >V |S11=R(tij))

[5] Husmeier D., “Learning Non-stationary
Conditional Probability Distributions”, Neu-
ral Networks, Vol. 13, 2000

[6] Jelinek F., “Statistical Methods for Spe-
ech Recognition”, MIT Press, 1997

[7] Morgan D.P., “Neural Networks and Spe-
ech Processing”, Kluwer Academic Publi-
shers, 1991

[8] Juang B.-H., Rabiner L., “Issue in Using
Hidden Markov Models for Speech Recogni-
tion”, Advances in Signal Proces-sing, 1992
[9] Stewart W., “Introduction to the Nume-
rical Solutions of Markov Chains”, Princeton
University Press, 1994

[10] Young S.J., “Competitive Training in
Hidden Markov Models”, Proceedings of
IEEE Int. Conf. on Acoustic, Speech and
Signal Processing”, 1990



