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The role of reordering in parallel algorithms
for factorization of sparse matrix

Lect.dr. Bogdan OANCEA
Universitatea Artifex, Bucuresti

Sparse matrix computations and especially the solution of linear systems are at the heart of
many scientific computing applications. Much could be gained if we were able to accelerate
such computations by efficiently using parallel computers. However, solving a linear system
with a sparse matrix is a difficult problem and the algorithms used for dense matrices cannot
be used anymore. This paper presents a preliminary step for solving a linear system with a
sparse matrix by the direct method - the reordering of the matrix. To avoid the fill-in during
the matrix factorization, before doing the actual factorization the matrix is reordered using

one of the algorithms described in this paper.
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ntroducere

Rezolvarea sistemelor liniare de ecuatii st
la baza multor aplicatii numerice din cele mai
diverse domenii: dinamica fluidelor, modele
economice etc. Problema rezolvarii acestor
sisteme devine dificila atunci cand matricea
sistemului este de mari dimensiuni si trebuie
utilizati algoritmi paraleli.
Una dintre metodele des utilizate in rezolva-
rea acestor sisteme este metoda directd baza-
ta pe factorizarea matricei sistemului. Meto-
da directa de rezolvare a sistemelor liniare de
tipul Ax=b consta in doua etape:
1. se factorizeaza matricea sistemului 4=LU
unde L si U sunt matrice triunghiulare
2. se rezolva doua sisteme cu matrice triun-
ghiulare Ly=>b si Ux=y;
In cazul in care matricea sistemului este rara,
rezolvarea acestuia este o problema dificila
pentru ca algoritmii utilizati in cazul matrice-
lor dense nu sunt eficienti in aceasta situatie.
De aceea trebuie proiectati noi algoritmi care
sd tind seama de caracteristicile speciale ale
matricelor rare. In continuare vom prezenta
cateva dintre cele mai importante aspecte le-
gate de factorizarea matricelor rare prin algo-
ritmi paraleli.
Existd o stransa legatura intre teoria grafu-
rilor §i rezolvarea sistemelor liniare cu matri-
ce rare. Astfel, se poate defini graful de adia-
centd al unei matrice rare ca fiind un graf
G=(V,E) ale carui n noduri reprezinta cele n
necunoscute. Muchiile grafului reprezinta re-

latii binare ce se stabilesc intre ecuatiile sis-
temului astfel: intre nodurile i si j existd o
muchie atunci cand a; # 0, adica ecuatia i
implica necunoscuta j. Acest graf este un graf
orientat cu exceptia cazului in care matricea
este simetrica. In figura 1 sunt reprezentate
doud matrice Tmpreund cu grafurile asociate
lor.
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Fig.1. Doud matrice rare si grafurile de adia-

centa

Cu ajutorul modelului grafurilor putem de
exemplu extrage paralelismul din eliminarea
gaussiand determinand necunoscutele care
sunt independente la un anumit pas al algo-
ritmului. Aceste necunoscute sunt cele care
nu depind unele de altele, aga cum arata rela-
tiile binare stabilite de graful de adiacenta al
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matricei sistemului. Liniile ce corespund a-
cestor necunoscute pot fi utilizate simultan in
procesul de pivotare.

Cele doua situatii extreme sunt reprezentate
de cazul in care matricea este diagonala, caz
in care toate necunoscutele sunt independen-
te, respectiv cazul matricelor dense cand fie-
care necunoscutd depinde de toate celelalte
necunoscute. Daca matricea este rara, ne si-
tudm undeva intre cele doua extreme si pu-
tem extrage suficient paralelism.

Reordonarea matricelor rare

Permutarile de linii si/sau coloane reprezinta
o operatie de baza utilizatd Tn implementarile
paralele ale algoritmilor de factorizare a ma-
tricelor. Notiunea de permutare se referd la
tehnica interschimbarii de linii ale matricei 4
pentru a evita pivotii cu valori mici. In mod
formal, aceste interschimbari se pot descrie
prin matrice de interschimbare, adica matrice
obtinute din matricea identitate cu liniile re-
aranjate. Produsul unor astfel de matrice de
interschimbare poartd numele de matrice de
permutare.

O matrice de permutare se memoreaza de
obicei sub forma unui vector p cu n compo-
nente: p(k) va memora indexul coloanei ce
contine valoarea 1 n matricea de permutare,
pe linia k. De exemplu, dacd matricea de
permutare este:
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atunci ea va fi memorata sub forma p = [4 1
3 2]. inmultirea la dreapta cu o matrice de
permutare este echivalentd cu o permutare a
coloanelor in timp ce Inmultirea la stinga in-
seamnd o permutare a liniilor.

Este usor de aratat ca atunci cand liniile ma-
tricei sunt permutate ordinea in care sunt
scrise ecuatiile este schimbata iar atunci cand
coloanele sunt permutate se realizeaza o re-
ordonare a necunoscutelor sistemului. In ca-
zul matricelor rare se utilizeaza de reguld
permutarile simetrice care au proprietatea im-
portantd ca mentin elementele diagonale tot

pe diagonala dar in altd ordine. Astfel de per-
mutiri simetrice se pot scrie: 4= P’ AP .
Interpretarea unei permutdri simetrice este
simpld: matricea rezultatd corespunde reor-
donarii necunoscutelor apoi reordondrii ecua-
tillor 1n acelasi mod. Din punct de vedere al
teoriei grafurilor interpretarea unei permutari
simetrice este aceea a redenumirii nodurilor
grafului asociat matricei fard a modifica mu-
chiile grafului.

Pentru a intelege importanta reordonarii ma-
tricelor rare vom considera un exemplu con-
cret. In figura 2 avem reprezentati o matrice
rard precum si graful de adiacenta al acesteia.
Daca se aplica procedura de eliminare gauss-
iand asupra acestei matrice, inca de la primul
pas al algoritmului vom obtine un fenomen
de umplere (fill-in) foarte pronuntat. Practic,
factorii L si U vor deveni matrice dense.
Atunci cand linia k este pivot, elementul
A(i,j) care era zero Inaintea factorizarii devi-
ne diferit de zero dupa factorizare pentru toti
i,j>k astfel incat A(i,k) £0 si A(kj)# 0.

o o o s o o o
m
[m]

(]
m
(]
(]
m m
(]
m
(]
m

Fig. 2. O matrice rara 9x9 si graful de adia-
centa

Daca matricea este reordonata ca in figura 3
se observa ca forma grafului de adiacenta nu
s-a schimbat, numai nodurile acestuia au fost
redenumite. Avantajul acestei reordonari a
matricei este acela cad dupa factorizare vom
obtine tot matrice rare (practic factorii L §i U
vor avea aceeasi structura ca si 4), evitandu-
se astfel fenomenul de umplere. Pe langa fap-
tul ca reordonarea evita fenomenul de umple-
re, alt avantaj este acela ca o reordonare buna
poate conduce la cresterea gradului de para-
lelism - pot exista mai multe linii care vor fi
folosite ca pivot simultan. Acest tip de para-
lelism este disponibil doar datoritd faptului
ca matricea A4 este rara.
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Fig. 3. Matricea rara dupa reordonare

Primul algoritm de reordonare pe care il pre-
zentam este algoritmul Cuthill-McKee. In

LSet = i;;
next = 2;
mark(i;) = 1;
iperm(1) = ij;

WHILE (next < n) DO
NextLSet = @

Traverseazd LSet in ordinea crescdtoare a gradurilor

termeni de teoria grafurilor, algoritmul
Cuthill-McKee este numit Breadth First
Search. Totusi existd si o diferentd: in algo-
ritmul BFS, nodurile unui nivel sunt traversa-
te intotdeauna in ordinea in care ele sunt lis-
tate pe cand in algoritmul Cuthill-McKee no-
durile unui nivel sunt traversate de la nodul
cu gradul cel mai mic la cel cu gradul cel mai
mare. Algoritmul este prezentat in continua-
re.

nodurilor si

pentru fiecare nod traverat executa:

Pentru fiecare nod

mark (i) = 0 executa:

NextLSet = NextLSet

mark(i) = 1;
iperm(next) =

next = next + 1;
LSet = NextLSet
ENDWHILE

i vecin al nodului j astfel ca

U {i};

i;

Fig. 4. Algoritmul de ordonare Cuthill McKee

Vectorul iperm memoreaza nodurile grafului
in ordinea in care ele au fost traversate. Ast-
fel, cu ajutorul informatiilor continute in
iperm se poate determina matricea de permu-
tare. Experimental s-a observat ca inversand
numaratoarea nodurilor grafului data de algo-
ritmul Cuthill-McKee se obtine o reordonare
foarte buna pentru eliminarea gaussiana.

Un alt algoritm de reordonare a matricelor ra-
re este algoritmul ordonarii dupa gradul mi-
nim - Minimum Degree Ordering. Sa presu-
punem ca am parcurs primii k pasi ai algo-
ritmului de eliminare gaussiana. Vom nota cu
ci numarul de elemente diferite de zero in co-
loana i a partii active a matricei
(n—k)x(n—k)si cu /; numarul de elemente
nenule de pe linia i. Se defineste functia de
cost: C(i)=(ci-1)*(li-1). Algoritmul gra-
dului minim alege urmatorul pivot la pasul k&
acela pentru care C(i) este minim §i 4(7,i) in-
deplineste anumite conditii privitoare la sta-
bilitatea numerica.

O altd metoda de reordonare prezentatd aici
poartd numele de bisectie imbricatd (nested
bissection ordering) si se bazeaza pe partiti-
onarea unui graf. Vom exemplifica aceastd
metoda pentru graful de adiacenta din figura
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Fig. S. Ordonarea unei matrice rare dupa me-
toda bisectiei imbricate
Initial se va alege un set de noduri care dupa
indepartare sa imparta graful in doud compo-
nente neconectate intre ele de dimensiune (ca
numar de noduri) aproximativ egala. Setul de
noduri ales va fi numerotat dupa ce toate no-
durile din cele doud subdomenii au fost nu-
merotate. Nodurile din aceste doua subdo-
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menii sunt numerotate recursiv folosind ace-
easi metoda. Dupa ce toate nodurile grafului
au fost numerotate matricea ordonata se obti-
ne punand in corespondentd nodul i din graf
cu ecuatia i.

Concluzii

Reordonarea matricelor este o etapa obligato-
rie In rezolvarea sistemelor liniare de mari
dimensiuni cu matrice rare prin metode di-
recte pentru a evita fenomenul de umplere. in
prezent existd mai multe strategii de reordo-
nare a matricelor rare in vederea factorizarii.
Trei dintre metodele de reordonare au fost
prezentate in acest articol. Totusi, nu exista
deocamdata nici un criteriu teoretic de a ale-
ge una dintre aceste metode. Experimental se
constatd ca utilizarea unor algoritmi de reor-
donare conduce la reducerea gradului de um-
plere dupa factorizare dar se reduce in acelagi
timp si gradul de paralelism posibil de ex-
ploatat in procesul de factorizare. In practica
se va alege intotdeauna acel algoritm de re-
ordonare care realizeaza un compromis intre
gradul de paralelism si factorul de umplere.
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