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Percentage programming: properties of solutions

Silviu BARZA

This paper continues to present percentage programming as was introduced earlier. Here we
study some properties for solutions in strict ordered coefficients for optimization function.
Keywords: linear programming, combinatorial optimization, percentage programming.

ntroducere
Intr-o lucrare anterioard de data foarte re-
centd am incercat sa consideram transforma-
rea problemelor procentuale date ca proble-
me de programare liniard continud in pro-
bleme de programare combinatoriald. Amin-
tim cd am plecat de la problemele procentua-
le care au forma generala:
opt cx
A'x<b'
A*x>b*
1.x=1
x;20

(1)

unde, ¢ este vectorul de dimensiune n al coe-
ficientilor functiei obiectiv, functie care cu-
antifica proprietatea avuta in vedere 1n proce-
sul de optimizare; A'x<b' si A°x>b> re-
prezintd sistemul de inecuatii prin care sunt
exprimate alte proprietéti dorite pentru ames-
tec in anumite limite, 4' fiind o matrice cu
m' linii si n coloane, 4° o matrice cu m* li-
nii si n coloane, ' un vector de dimensiune

m' si b* un vector de dimensiune m?;

1 este un vector de dimensiune n cu toate
componentele egale cu 1 cu ajutorul céruia se
exprimi conditia de suma unitara. In plus, se
considerd ca toate valorile care intervin in
exprimarea modelului sunt nenegative, cele
din functia obiectiv si din membrii drepti ai
inecuatiilor conditii fiind chiar pozitiv defini-
te. In forma extinsi acest model poate fi re-
scris sub forma:

n
opthix,.
i=l
n
1 1
2 ay% <b]
i=1

n
2 2
Z a;x; 2 b;
i=1
n

pentru  j=1,..m' (2)

pentru  j=1,..,m>

orice i=l..,n

unde, asa cum am vazut mai sus pentru coe-
ficientii functiei obiectiv §i pentru valorile
matricelor A' si A”, si pentru vectorii b' si
b* sunt indeplinite urmitoarele conditii:

- ¢, >0 pentru orice i =1,...,n;

- a;j > (0 pentru orice i =1,...,n si pentru ori-

ce j= L..,m";

- a; 20 pentru orice i =1,...,n si pentru ori-

ce j=1,.,m";
1 . . 1
- b; >0 pentru orice j=1,...m si

2 . . 2
- by >0 pentru orice j =1,...,m".

Pentru evitarea unor neajunsuri care pot apa-
re in rezolvarea acestor probleme §i care sunt
datorate aproximarilor facute, si lucrului cu
valori in general mici, am propus o discreti-
zare a modelelor (1) (sau (2)) ajungand la
modelul combinatorial de forma:

opt Zn:ciyi
il

n

1 1 . 1
Zaijyl. <ab; pentru j=l,..,m
i=1

n 3
Zaéyi > ocbf. pentru j = L...,m* )
i=1

Zy ;= a
i=1

v, €[0,a]
unde o =10", este dependent de precizia
stabilitd pentru obtinerea rezultatelor (prin

aproximarea la k zecimale exacte). Acest
model poate fi scris condensat sub forma:

opt cy
A'y <ob'
Ay >ob® (4)
1. y=0
ye{ol,..,a}"

pentru i=1..n
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Monotonia functiei obiectiv avand coefici-
entii strict crescatori

Consideram in continuare un caz particular al
modelelor de forma (4) si anume cele in care
coeficientii functiei obiectiv sunt strict des-
crescatori.

Vectorii din domeniul de lucru, [0,a]", ii pu-
tem ordona conform unei relatii de ordine in-
trodusd natural pentru sirurile de valori gi
anume, ordinea lexicografica. Astfel, vom
spune ci vectorii u si v, (i,,...,u, ), (v,5erv, )
sunt astfel incat "u mai mic (lexicografic) de-
cat v", scris u < v, daca existd i € {1,...,11 —1}
astfel incat u, <v, si orice je{l,...i—1},
u,=v,.

Cu aceste elemente putem da urmatoarea ca-
racterizare a functiei obiectiv:

Propozitie 1. Daca x si y sunt solutii admisi-
bile pentru problema 4, x <y, diferenta pe
componenta care stabileste relatia de ordine

este unitara si x §i y difera doar pe compo-
nentele i sik, 1<i<k<n, atunci f(x)< f(y).

Demonstratie. Faptul ca x si y difera doar pe
componentele 1 si  k spune ca
Vj e {l,..,n}\{i,k} are loc x;=y,;. Cum
i <k, afirmatia anterioara, impreuna cu fap-
tul cd x <y ne spune cd x, <y,. Deoarece
diferenta pe componenta care stabileste rela-
tia de ordine este unitard obtinem ca de fapt,
in pozitia i avem y, =x, +1. Acum, folosind
si faptul ca x si y sunt solutii admisibile pen-
tru problema (4) rezulta in plus ca
v, =x, —1.

Astfel, am obtinut cd daca x = (x1 R ),
atunci

y= (xl,...,x,._l,xl. FLX, e Xy 5 X —1,xk+1,...,xn)

i+1°°°

Calculam diferenta intre valorile functiei obi-
ectiv in x si y. Obtinem

F@= 1= ex -y -

n n
= D CX FCX FCX = D CY Oy, —C Y, =
t=1 t=1

telik}

tefik}

=c,x, +c,x, —¢;(x, +1)—ck (x, —1)=

=—c,+c¢, <0
Inegalitatea are loc deoarece coeficientii
functiei obiectiv sunt strict descrescatori si
astfel putem rezuma ca f(x) < f(y).

Generalizarea propozitiei 1 conduce la urma-
torul rezultat:

Propozitia 2. Daca x si y sunt solutii admisi-
bile pentru problema (4) care are coeficientii
functiei obiectiv strict descrescatori §i x <y,

atunci f(x)< f(y).

Observatie. Aceasta propozitie statueaza ca
in conditiile date functia obiectiv este mono-
tona.

Demonstratie. Plecand de la x construim un
sir crescitor x =x' < x> <...<x” =y in ca-
re intre doud elemente consecutive modifica-
rile sunt conforme enuntului din propozitia 1.
Atunci, prin aplicarea repetata a acestei pro-
pozitii obtinem

f(x)=f(x1)<f(x2)<...<f(x")zf(y).

Pentru constructia sirului procedam astfel.

Considerdim ci x' =x. Dacd am construit

x', cum x' <y rezultd ca existd i astfel in-

cat x; <y, anterior existdnd doar egalitati.
L N . o

Fie j>1i astfel incat x; > y, si ] cel mai mic

cu aceasta proprietate. Consideram

pentru k& 1{i, j}

k=i

k=j

O consecinta fireasca propozitiei 2 este o po-

sibila marginire a valorilor functiei obiectiv

pentru problemele de programare procentua-

la.

Propozitia 3: Fie A multimea solutiilor admi-

sibile pentru o problema de programare pro-

centuala, A# O, pentru care coeficientii
functiei obiectiv formeaza un sir strict mono-

t
Xk
+l

x; x/ +1 pentru

t
x; —1 pentru
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. M . .. . .
ton si x", x" definite ca minim §i maxim a
vectorilor din A relativ la ordinea lexicogra-
fica datd mai sus. Atunci pentru orice x € A,

are lor relatia f(x”’ )S f(x) < f(xM )

Concluzii si abordari ulterioare

Acest material doreste sa ofere o caracteriza-
re de tip monotonie pentru solutiile admisibi-
le ale problemelor procentuale. Se poate ast-
fel considera ca 1n operatiile de regésire a so-
lutiilor optime ne putem preleva de monoto-
nie pentru a reduce volumul de cautare (deci
de lucru).

Ca abordare ulterioard, ar fi interesant studiul
comportamentului monotoniei in regasirea
solutiei optime la ignorarea initiala a conditi-
ei derivate din conditia de suma unitara.

Un alt subiect interesant pentru cautarea unui
algoritm cu numar cit mai mic de pasi este
reprezentat de o eventuala relatie intre vecto-
rii admisibili extremi relativ la ordinea data
de relatia de ordine lexicografica si cei care
au in plus proprietatea de monotonie stricta
intre componente.

Cele doua subiecte specificate mai sus sunt in
studiu si vor face subiectul unor comunicari
viitoare.
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