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C onsideratii privind metoda elemente-
lor defrontiera

Atat metoda diferertdor finite cat § metoda
elementelor finite sunt cazuri specide ae metode
reziduurilor ponderate. Ambele metode gproxi-
meaza ecudiile care guvemesza fenomenul Tn int
teriorul domeniului fizic, reducand numarul infinit
de grade de libertate de sistemului continuu lao
multimefinita. Ele discretizeaza até domeniul cat
s frontiera sa daborénd g reatii specide pentru
“absorbired’ In ecudii aconditiilor lalimita date.
Metoda elementelor de frontiera (MEFR), dezvol-
tata ih mod deosshit In ultimii 20 de ani, este 0
noua metoda aproximetiva de ®lutionare a pro-
blemelor lalimita. Tn esenta, aceasta metoda, uti-
lizand o solutie a ecuatiel omogene asociate sau 0
solutie fundamentala a ecuatiel date, reduce pro-
blemala o ecudtie integrda pe frontiera domeniu
lui. Prin integrarea numerica sau anditica a aces
tel ecudii integrae pe frontiera - care pretinde o
discretizare doar afrontierel - se obtin datele ne-
cesae ce vor permite, prin intermediul une re-
prezentari integrale asociate ecuatiel date, calculul
solutiei Tn orice punct d domeniului.

Ecudia integrda pe frontiera, pe inga fapiul ca
micsoreaza cu O unitate dimensiunea probleme
de rezolvat, incorporesza S conditiile la limita
asociae pentru care nu vor mai fi necesare reldii
specide. Metoda se poate gplica, fara o pregetire
predabila s domeniilor infinite, conditiile de la in-
finit fiind Tnglobate Tn ecuatiaintegraa respectiva
Egte insa foarte important sa subliniem ca, pretul
pe carel plaim fadlitailor enumerate mai sus
conda n obligativitatea condruirii explicite aunel
olutii a ecudtiel omogene sau a unel olutii fun
damentale. Aceasta va restrange Serade glica
bilitate a MEFR, in generd, la operatori diferenti-

di cu coeficienti conganti. Deci nu trebuie sa
credem ca MEFR egte un procedeu universd, ci
doar 0 metoda cu rezultate ma bune in anumite
Situdtii.
Daca ar fi sa comparam metoda dementelor fi-
nte (MEF) cu MEFr sub aspectul timpului de
caculator, am condtata ca e sunt de acdas a-
din de marime. O explicatie a acesel conduzii
consta n aceea ca reducerea cu 0 unitate a d
mensiunii probleme este contracarata de carec-
terul Smetric 9§ “ra” d marica sgemului In
MEF, cditate care se pierde in MEFx. Tn ace-
las timp, daca MEF obtine smultan solutia n
aice punct d retdd interioare, MER; condruies-
te aceasta lutie ulterior utilizand o reprezentare
integrada ce foloseste datele pe contur (determi-
nete In totditate prin ecudia integraa de frontie-
ra). Totus MEF se deosebeste avantgos prin
urmatcarde proprieteti:

rezultatele sunt bune chiar 9 pentru un numar
mic de noduri pe frontiera;

metoda este gplicabila fara modificari, aét
pentru probleme interioare @t S pentru probleme
exterioare (domenii nemargnite);

reprezentarea integrala a solutiilor 1 interiorul
domeniului permite diferentierea anditica a aces-
tor solutii;

adesea solutia ecudtiel integrde pe frontiera
este legata de anumite marimi fizice de deosebit
interes, care vor fi implicit cdculate.
Tn privinta stabilirii ecuatie integrale pe frortiera
e pot utiliza diferite metode, cum ar fi: principiul
lucrului virtud, teoremde lui Green sau metoda
reziduurilor ponderate. Ultima metoda prezinta o
formulare unitara syperioara prin generditatea e
S edte ceamai utilizata. Tn continuare vom folos,
nsg, famulee lui Green.
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Samai notam ca, ded, ecudtiile integrale pe frav
tieraau fodt folodte in solutionarea prdolemdor la
limitainca din secolul trecut, e sau impus odaia
cu cercetarile riguros dezvoltate de lui Fredholm
(prin 1903) § ma tarziu de lu Mushdisuili,
Mihlin, Kupradze (dupa 1940); totus la ora actua-
la nu exista o teorie matematica unitara a MERs.
O explicatie a acestui Lcru conda in faptul ca
ecudiile integrde ce intervin in MERz depasesc
cu mult clasa bine dudiatdor ecudtii de tip
Fredholm. Tn ultimul timp, gratie cercetarilor Iui

W.H. Wendlandt s colaboratorilor sai sau obti-
nut unele rezultate promitatoare, MEF fiind su-
diatan cazul operatorilor pseudo-diferentidli.

Tn continuare vom folos lucrarile initiatorilor mo-
derni @ MER, care fac parte din “scoda de la
Southampton” reprezentata prin C.A. Brebia 9
colaboratorii sa [3].

Tn vederea rezolvarii ecudiei integrale pe frontie-
ra olutii anditice (exacte) pot fi utilizete doar
pentru anumite domenii § date particulare lalimi-
ta. De aceea se va cauta o rezolvare numericaa
acestel ecudii prin reducerea e la un sstem a-
gebric coregpunzator. Aceasta abordare presupu-
ne parcurgerea etapdor dinfigura 1

Ajuns in fazain care digpunem de ecudtiile inte-
grae pe contur se va discretiza conturul S seva
accepta pe fiecare element finit 0 anumita varia-
tie a functiei necunoscute. Eementele finite de
frontiera pot fi segmente de dregpta sau niste
portiuni din curbe cunoscute. Tn functie nsa de
legea de variatie a functiei necunoscute pe care 0
acceptam pe dementul finit 9 de numarul de ro-
duri pe éement deosebim demente de contur
condante, liniare, paratice, de ordin superior S
izoparametrice.

Expresa ecudie de frontiera pentru un punct
P(x,y) ce coincide cu un nod j d conturului dis-
Cretizat, pentru diferitele tipui de discretizari, este
cunoscuta in literatura de speciditate [1],[2], [,
[4], [6, [8]. Scriind ecuatia de frontiera pentru
toate cele n noduri de discretizarii S gplicand
functia lui Green se obtine modelul discret car
gand dintr-unsgem de n ecuatii dgebrice linia-

re cu 2n functii nodde
Fo, edE2 j=Tn asodae disueizai
©elln 2,

conturului &. Conform, fisa, conditiilor mixte de

frontiera, in fiecare nod |, s-a prescris fie functia

de potentid (np vaori in nodurile Stuate pe &p |

a ), fie drivata sa normaa (ny =n - np vaori

datepe &y 1 &), astfd incét cde 2n functii no-

dde sereduc, in fapt, lan necunoscute. Transcris

matricid, acest ssem liniar este de forma:
(HF 53 - I} T {1y =0

(RUERS

sa, grupand cele n necunoscute nodale (ny vaori

de functid de potentia in nodurile stuate pe &y

I &s n vdor de derivate sle normde in

noduriledepe &p1 &, ny+ np=n)intr-osingu

ra

matrice — coloana {u} :

[MKu}+{TL} = 0.(2)

Matricea [M] din (2) reprezinta matricea gldbaa

a codficientilor 9 contine termenii din [g] 9 [H

asociati componentelor hecunoscute de matrice-

i JE_5. Spre deosehire de
77N, {)

MDF (Metoda diferentelor finite) S MEF, n ca
zu MEFR matricea [M] are dimensuni reduse,
dar este plina (intrucat functia necunoscuta @
respunzatoare nodului j  depinde de toate ement
tele de discretizare a frontierel &), nesmetrica
dab conditionata. Determinarea componentelor
matrical [M] impune caculul tuturor integrador
elementare, procedura numerica utilizénd, de
exemplu, formula de cuadraturain patru puncte a
lui Gauss.

Vectorul termenilor liberi {TL} contine atét ter-
meni din [g] S [h] asociati componentelor cunos:
19F G
]
cé& 9 termenii vectorului {f } d functiilor de sur-
sa Tn mod aparent, existenta in (2) a integralelor
de suprafata pe &, corespunzatoare functiilor de
ursa, dtereaza performantde MER:. Lucrurile
sunt insa atfel, decarece in acest caz discretiza-
realui &J este conceptud diferita de discretizarea
facuta in cadrul MEF deoarece acum ea nu este
necesara pentru rezdvarea problemeor de camp
Ci doar pentru integrarea numerica.

(1)

lor - coloana{ F 3} s

cute de matricdor coloana {F ,} g
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Formularea problemei de camp (stabilirea domeniului de calcul, a ecuatiei
diferentiale si aconditiilor lalimita)

|
Discretizarea frontierei & intr-o serie de elemente, asanumitele el emente de
frontiera, pe care functiaF si derivata sa normala sunt aproximate prin polinoame
deinterpolare adecvate; geometria elementelor de frontiera se obtine utilizand
segmente de dreapta, arce circulare sau de parabola etc.

Utilizand metoda colocatiei, ecuatia discretizata se scrie Tn anumite noduri
particulare (precizate pe fiecare element de frontiera), in care se considera date
valorile necunoscute ale functiei F si e derivatei sale normale.

| Integrarea, pe fiecare el ement de frontiera, dupa o schema de cuadratura clasica |

Impunand valorile limita date ale problemei pe acele elemente unde acestea sunt
cunoscute, varezulta un sistem liniar de ecuatii algebrice. Solutia acestuia
furnizeaza o solutie aproximativa si Tn nodurile Tn care nu eracunoscuta.

Fig. 1. Metoda de andiza MEFg

Din cde de ma sus rezulta ca dgoritmul MEF
comporta etgpele din figura 2 acestea reprezen

ténd o reformulare, Tn termenii ecuatiel matricea-
le finde (1), ametodologie descrisein figura 1

Introducerea datelor de intrare, cuprinzand geometria si topologia elementelor de
frontiera, conditiile de contur, coordonatele punctelor selectate din &4 s e, n
care se determina potentialul (si eventua vectorul camp)

Asamblarea matricelor [g] s [h] definite si rearanjarea lor, Tn acord cu conditiile de
frontiera, pentru formarea matricei globalea coeficientilor [M]

Rezolvarea ecuatiei matriceale liniare (1) prin metoda eliminarii gaussiene sau

metoda gradientului conjugat preconditionat

Calculul valorilor functiei de potential (si, eventual, ale vectorului camp) in puncte
selectate din 4 sau ..

Fig. 2. Algoritmul MER;

Asupra unor elemente de frontiera de
ordin superior

Din literatura de speciditate [3], [6], [8], [9]
unt cunoscute eementele de frontiera (in 2D):
congante, liniare, patratice s abice. Tn idesa
de acreste ordinul de precizie atét in goroxima
rea functie de potentid @t s a conturului S
pentru a rezolva probleme cu sngularitati, voi
prezenta expresile anditice pentru functiile de
forma aferente unui dement de frontiera de
ordin superior cu cinci, respectiv cu sase -
duri. Digtinctia este legata de faptul ca sistemul
de coordonate locde are originea ntr-un nod

afla lamijlocul intervaului sau intre noduri, caz
n care cdculul este ma comglicat. Cunoaste-
rea acestor functii este recesara deoarece aiét
coordonatele geometrice de unui punct arbitrar
de pe dement cét g functiade potentid g deri-
vda eé normda se goroximeaza la nivdul ee-
mentelor de frontiera prin functiile de forma

N,®(x) , definite in rgport cu un reper curbiliniu
locd x (0 £x £1) (geometriad varigtiafunc-

tillor de interpolare este aceeas). De exemplu,
pentru ementul cu 5 noduri avem — figura 3
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Fig. 3. Element defrontierade ordin superior cu 5 noduri
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Acceptand pentru functia de forma un polinom de gradul 4:
N°x)=ax *+bx’+cx?+dx +e (4)
Se vor obtine urmatoarele vaori nodde pentru aceasta:

nOd X Ne Ne Ne Ne Ne
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Pentru i=1, se obtine urmatorul Sstem dgebric liniar, a carui rezolvare va conduce la determinarea ex-
presie functiei deforma N,°(x) :

a-b+c-d+e=1

atb+c+d+e=0

1 1 1 1 1
—a- =b+=c-=d+e=0 p NS (X)==x (X - D(2x - 1) (2x +1 5
T N 1()6()( ) ( ) (5)
e=0
ia+:~Lb+—1—c+—1—d+e:O
18 8 4 2
In mod asemanator, se obtine:
N, () = X (x +D (2 - (@ +D) NS00 = 5% @ 20 (- D +)

1 4 (6)
N4e(X):E(X - DX +D (X - D(X +3) N5e(X):§X(1-X2)(1' 2 ?)
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Tn cazul dementului cu 6 noduri din figura 4 se accepta o variatie sub forma unui pdinom de gradul 5:

N°(x)=ax®+bx *+cx®+dx® +ex + f (7)
1 -2/ 1—2/5 5
3 4 5 6
-1 1

Fig. 4. Element de frontiera.cu 6 noduri

Prin rezolvarea urmatoarelor 6 Ssteme de ecuatii se obtin functiile de forma (7):

I
1 2 3 4 5 6
-a+b- c+d- e+f 1 0 0 0 0
atb+c+d+e+f 0 1 0 0 0 0
32 16 8 4 2
- a+ b - C+—d- —e+ f
3125 625 125 25 5 0 0 L 0 0 0
1 1 1 1 1
- a+ b - c+-—d- Ze+ f
3125 625 125 25 5 0 0 0 ! 0 0
1 1 1 1 1
—a+-—b+ —cCc+ —d+ =—e+ f
3125 625 125 25 5 0 0 0 0 1 0
32 16 8 4 2
——a+—b+-—c+—d+=e+ f
3125 625 125 25 5 0 0 0 0 0 0
i 1 2 3 4 5 6
a -0.6300 0.6101 128131 -22.1038 21.2990 -11.9885
b 0.6161 0.6161 -4.7954 41793 41793 -4.7954
c 0.1343 -0.1137 -13.3256 255921 -24.7551 12.4680
d -0.1199 -0.1199 4.9872 -4.8673 -4.8673 4.9872
e -0.0044 0.0036 0.5125 -3.4883 3.4561 -0.4795
f 0.0038 0.0038 -01918 0.6880 0.6880 -0.1918

Acesterezultate noi se vor introduce in dgoritmul prezentat d MEFRx.

Concluzii

Prezenta lucrare sintetizeaza Gteva condderatii
privind metoda M EF pentru care s-apropuss o
schema dgoritmica programabila. Tn aceastasfe-
ra de preocupari am considerat necesar | intro-
duc, sa definesc S sa caracterizez douaeemente
de frontiera de ordin superior cu cinci 9 sase no-
duri pentru care am dabilit functiile de forma
izoparametrice, rezultat deosehit de util in cazul

frontierdlor complicate.

Bibliografie
1. Batae K.J., Wilson L.E., Numericd Methods
in Finite Element Andyss, Moskva, 1982

2 Bonnet M., Equdtions intégraes et dements
de frontiere en Mecenique des Solides, Ecole
Politechnique, Paaisseau, 1993

3 Brebia CA., Tdles JC.F., Wrobld L.C,,
Boundary Element Techniques. Theory and Ap-
plications in Engineering, Springer-Verlag, Berlin
1934

4. Bucur C.M., Metode numerice, Editura Fa-
cla Timisoara, 1973

5 Fetzer J, Kurz S, Lehner G., Comparison of
Andyticd and Numericd Techniques for the
Boundary Integras in the BEM-FEM Coupling
Conddering Team Workshop Prdolem nr. 13,



Revista Informatica Economica, nr. 1(25)/2003

|EEE Transactions on Magneticsval. 33, no. 2,
1997

6. Mindru Gh., Radulescu M.M., Andizanume-
rica a cAmpului dectromagnetic, Editura Dacia,
Cluj-Napoca, 1986

7. Nowak A.l., Brebia CA., The Multiple-
Reciprocity Method. A New Approach for
Tranforming BEM Domain Integrds to the
Boundary, Engineering Andyds with Boundary
Elements, 1989

8. Poterasu V.F., Mihdache H., Elemente de
contur. Aplicatii, Editura Militara, Bucuresti, 1992



Revista Informatica Economica, nr. 1(25)/2003

71

9. Petrila T., Gheorghiu Cl., Metode de ee-
ment finit 9 aplicatii, Editura Academiel Romé&
ne, Bucuresti, 1992

10.Schlemmer E., Rucker M.W., Richter RK.,
Boundary Element Computations of 3D Stetion
ay and Time-Dependent Prdolems Using
Bezier-Spline Elements, IEEE Transactions on
Magnetics, val. 30, no.5, 194



