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Probleme extremale pentru grafuri s retele detransport

Drd. Rodica MIRONENCO

A variety of problems can be constructed, using Ford-Fulkerson’s maximum-flow, minimum-
cut theory; in distribution networks problems: transport networks, telecommunications, elec-
trical networks, in competition problems or in covering problems.

Keywords: transport networks, conex graph, maximum flow, minimum cut, chain, capacity

function, multi-product network.

U n graf orientat G=(X,U) se numeste
retea de transport, daca el satisface
urmatoarele conditii:
a).Exista un varf unic al X, In care nu
intranici un arc, adicaw” (a) =@, care de-
semneaza multimea arcelor care intra in
varful g
b). Exista un varf unic b1 X, din care nu
iese nici un arc, adica w™ (b) =@, prin care
se noteaza multimea arcelor care ies din
varful b;
). G este conex s existadrumuri delaala
binG;
d). S-adefinit o functie

c:U® R,c(u)3 0,(" )ul U.
Varful ase numeste intrarea retelel (sursa),
varful b se numeste iesirea retelei (destina-
tia), iar c(u) este capacitatea arcului u.
O functie f:U ® R,f(u)2 0,(")ul U,
se numeste flux in reteaua de transport G
cu functia de capacitate c, care se noteaza
G=(X,U,c), daca sunt indeplinite urmatoa-
rele doua conditii:

(C). Conditia de conservare a fluxului:
Pentru orice varf x* a,b suma fluxurilor
pe arcele care intra in X este egala cu suma
fluxurilor pe arcele careies din X, adica
afw= a fu),)xi x\{ab

ulw™ (x) u w* (x)

(M). Conditia de marginire a fluxului:
Pentru orice ul U, f(u) £ c(u), adica se
impune ca fluxul de laun varf ladtul sanu
depaseasca val oarea capacitatii date.
Pentru orice multime de varfuri Al X,
definim o taietura ca fiind multimea arce-
lor care intra’in multimea A de varfuri:

w (A ={(x Y\ xT Ayl A(xy)T U}
Se noteaza cu
W (A) ={(x, Y\ xT Ayl A(xy)T U},
adica multimea arcelor care ies din multi-
mea A de varfuri. Capacitatea taieturii
w™ (A senoteaza cw (A) = & c(u).

i w (A)
Sunt importante doua proprietati, care vor
fi demonstrate Tn continuare.

). af= afu=rfb

ulw*(a) u w (b)
P,). Pentru orice multime de varfuri
Al X,al AbT A fluxul f(b) la iesirea
retelel, verificardatia:
f)= af- a fu)ecw (A)

i w (A ulw™ (A)

Calculam Tn doua moduri suma:

o & o o 0
aéa fu- afuwz @

X & w (x) ulw” (x) 2

Datorita conditiel de conservare a fluxului
pentru orice varf x ! a,b, termenul cores
punzator al sumel este nul. Deci suma se
reduce la: é f(u)- é_ f(u), deoarece
ulw (b) ulw* (a)

w(a)=w"(b) =@.
Dar, fiecare arc

(xNTUP ()T w () Cw (y);
de aici, rezulta, regrupand termenii:
& (f(u)- f(u))=0 s rezulta P,.
ulU
Pentru ademonstra P, , consideram suma:

o & o o 0
asa fw- afw:iE

A AT w (%) ulw’ (%) [}
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Pentru orice varf, x! b, termenul cores
punzator al sumei de mai sus, deci suma,
se reduce la:

3 f(u) = f, decarece w*(b) =@, al A
ul w (b)
Regrupand termenii, putem scrie:

a(fu-fw+ a fw- & fw=4a fu- afu

ulUp uw (A

unde sa notat prin U, -multimea arcelor
cu ambele extremitati Tn A.
Dacaarcul ul w™ (A), fluxul f(u) apare n

(2) cu semnul plus, iar daca ul w*(A),

u wt(A) uw (A) uiw* (A)

f(u) apare in (2) cu semnul minus, deoare-
ce vor exista varfurile

X% T AUT W () W (x,).

Rezulta f,= & f(u)- A fWE & F(UE & cu)=cw (A),

ulw™ (A) ulw*(A) uw (A

folosind conditia de marginire a fluxului pe
fiecare arc a retelei de transport, fluxul
avand valori nenegative.

Teorema lui Ford-Fulkerson:

Pentru orice retea de transport
G=(X,U,c) cuintrareaasd iesireab, va-
loarea maxima a fluxului laiesire este ega
la cu capacitatea minima a unei taie-

turi: max f, = min cw™ (A)) .
f A\d Ab A

Pentru demonstratie consideram v un lant
care uneste intrarea a cu iesirea b.
Se noteaza cu v multimea arcelor lui v,

orientate de la a la b, iar cu v- multimea
arcelor lui v orientate Tn sens invers cu
sensul de parcurgere a lantului v de laala
b.

Fee= Hingaem'r( c(u)- f (w),min f(u)2

ul vt u v

Daca e >0, vom mari fluxul f, cu e pe
fiecarearc ul v*s vom micsoracu e, pe
fiecarearc ul v .Vom obtine un nou flux
f , care verifica:

Of£ f (u) £c(u),(")ul Us conditia de
conservare in fiecarevarf x1 a,b.

Fluxul laiesire creste f, = f, +e > f,, u-
timul arc a lantului v care intra in b, apar-

ulw™ (A)

tindnd multimii v*.Un lant v, pentru care
e =0, se numeste saturat.

Daca f este un flux maxim in reteaua G,
consideram toate lanturile elementare de la
a la b.Suprimam toate arcele u pentru care
exista un lant elementar v, astfel Thcat:

ul v, f(u)=c(u) sau ul v, f(u)=0

( un astfel de arc este primul cand ne de-
plasam pe lantul v delaalab)

Obtinem un graf partial care are cdl putin
doua componente conexe, deoarece, in caz
contrar, ar mai exista un lant nesaturat de
la alab, ceea ce contrazice maximalitatea
fluxului f. Notam cu A- multimea varfurilor
unel astfel de componenta, care contine ie-
sireab s nu contine intrarea a.

A-defineste taietura w™(A). Arcele

ul w™ (A au aceias orientare cu lanturile
de la ala b, astfel incét f(u)=c(u). Pentru
(" Jul w*(A), f(u) =0, acestea avand o
orientare opusa orientarii lanturilor de la a
lab, care folosesc aceste arce.

Arceledin w (A) sau w*(A)au fost arce
suprimate din retea, deoarece, in caz n-
trar, componenta conexa A nu ar fi maxi-
mala in raport cu incluziunea, ceea ce con
trazice definitia unei componente conexe.
Obtinem:

fo= af- afu= &cu)=cw (A)

ulw™ (A) ulw*(A)

ulw™ (A)
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Dar, f, £c(w” (A)), pentru orice flux f s

orice taietura indusa de multimea
Al X,al Abl A. Rezulta ca taietura

w’™ (A) are capacitatea minima, egala cu
vaoarea maxima a fluxului laiesire.

Algoritm pentru obtinerea unui flux ma-

Xim:

Vom considera ca functia de capacitate

c(u) 3 0, ianumal valori intregi.

1). Se defineste fluxul initial avand com

ponente nule pe fiecare arc a retele:
f(u)=0,(")ul U

2). Se determina lanturile nesaturate de la a

la b pe care fluxul poate fi marit, prin u-

matorul procedeu de etichetare:

- Se marcheazaintrareacu[+];

- Un varf x fiind marcat, se va marca cu

[+X], oricare varf y nemarcat, cu proprieta-

teacaarcul u=(xYy) este nesaturat, adica

f (u) <c(u), iar cu[-X], oricare varf y re-

marcat cu proprietatea ca arcul u =(X,Y)

are un flux nenul.

Daca prin acest mod de marcare se etiche-

teaza iesirea b, nu avem un flux maxim la

pasul curent. Vom considera un lant format
din véarfuri etichetate in sensul de laalab,
notet v.

Se determina

e =mn(min (c(u)- f(u));mn f(u))e>0

Marim fluxul cu e pefiecarearc ul v'si
micsoram cu e fluxul pe arcele ul v,
astfel incét fluxul laiesire va avea valoarea
f, +e.

Se repeta 2). cu fluxul nou obtinut.
Demonstram ca la iesire, prin acest proce-
deu de etichetare, fluxul va avea valoarea
maxima, iar multimea arcelor care unesc
varfurile marcate cu vérfurile care nu au
putut fi marcate, constituie o taietura de ca-
pacitate minima.

Se gunge la acest rezultat dupa un numar
finit de pasi.

Din proprietatile anterioare, pentru orice
taieturaaretele w- (A),

max f, £ c(w™ (A)) .

Luam A={b}, deci w™ (A)=w" (b) b max f, £c(w (A) = & c(u).

Se pleacainitial cu fluxul nul pe fiecare arc
S lafiecare pas fluxul f, crestecu e.
Cum capecitatea arcelor este un ntreg re-
negativ, valorile fluxului pe arce s alui e
sunt intregi, deci e 3 1. La fiecare pas, flu-
xul f, creste cu o unitate, numarul pasilor
este finit, fiind majorat de capacitatea unei
taieturi.

Daca notam prin A multimea varfurilor ca-

ulw (b)

re nu au fost etichetate prin algoritmul de-
scris, obtinem o taietura w” (A) aretele
detransportcu al A bl A.

Pentru  orice  ul w (A), avem
fu=clu,u=(xy),xl Ayl A.
Dacaam avea f (u) <c(u), atunci varful y
ar putea fi etichetat, contradictiecu y1 A.

Pentru (" Jul w* (AP f(u)=0,u=(y,x),yl Axi A.
Daca f (u) >0,y ar fi etichetat, contradictiecu yT A.

Obtinem: f, = & f(u)- & f(u= & cu)=cw (A).

ulw (A) u w*(A) u w (A)

Deoarece pentru fluxul s orice taietura

w’ (A) gasita, inegditatea f, £ c(w” (A))

este chiar egalitate, rezulta ca fluxul este
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maxim, iar taietura are o capacitate mini-
ma.

Tn cazul cand capacitatile arcelor sunt ru-
mere rationale, problema poate fi redusa la
cea anterioara, procedand n felul urmator:

%’qi 30,i=1m,p,q,

numere intregi nenegative. Vom inmulti
capacitatea arcelor cu [q,,0,,...,q,,]. Obti-
nem o retea de transport avand acelas graf
S capacitatilor tuturor arcelor exprimate
prin numere ntregi.

f(u) = g(u)a, Gz, O]
Din Q f(u= & fu),(")xtab s

Notam c(u,) =

ufw™ (x) ufw* (x)
obtine: & gu)= & g(u)
ufw (%) u w*(x)

lardin O£ f(u) £[q,,q,,...,q,,]c(u) seob-
tine: 0 £ g(u) £ c(u),("ul U.
Daca f, este maximinreteaua G,, atunci
g, este maxim in reteaua G.
Afirmatia este demonstrata presupunand
contrariul.
Presupunem ca exista un flux h in reteaua
G, astfel incét: h, > g,
Vom defini apoi fluxul ce are componente-
le [0y, G-, A ]N(U), (Ul G
Am obtinut

[CHLe PP | g [ L NG Y [ Ty
ceea ce contrazice maximalitatea lui f,
deci, g este maxim in reteaua G daca S
numai daca f este maxim in reteaua G, .
Fluxul f poate fi determinat cu algoritmul
prezentat, ce are un numar finit de pas,
deoarece in reteaua G, toate capacitatile
arcelor sunt numere ntregi.

Observatii:

Algoritmul prezentat nu are neaparat un
numar finit de pas s nu conduce intot-
deauna la flux maxim la iesire, daca func-
tiade capacitate aarcelor c:U ® R iava
lori irationale.

(L.R. Ford, D.R. Fulkerson, “Flowsin

Networks’, Princeton Univ. Press, 1962)

O problema de flux maxim poate avea mai
multe surse § ma multe destinatii, iar
aceasta se poate reduce la o problema de
flux maxim intr-o retea cu o singura sursa
S 0 singura destinatie. Adaugam o noua
sursa (supersursa) s S arcele orientate
(s,x), cu capacitatea c(s,x ) =¥ , pentru
iI=1,2,...,m s 0 noua destinatie t sl arcele
orientate (y;,t), cu capacitatea
c(y;,t)=¥, j=12..,n.

Modelele analizate de retea de transport
permite lucrul cu fluxuri cu un singur tip
de produs. O retea de transport multi-
produs permite lucrul cu p produse, intre o
multime de p varfuri sursa
S={x,X%,,..X,} s omultime de p varfuri
destinatie T ={Y,;, Y, Y,} -

Fluxul celui de-al ilea produs delax lay
senoteazaprin f (X y).

Proprietatea de conservare este valabila in-
dependent pentru fiecare produs in parte:
fluxul pentru fiecare produs este zero in fi-
ecare varf diferit de sursa si destinatia pro-
dusului respectiv. Suma fluxurilor de la x
lay pentru toate produsele nu poate depas
capacitatea c(x,y). Valoarea fluxului pentru
fiecare produs este fluxul in varful sursa
pentru produsul respectiv, iar valoarea flu-
xului total este sumavalorilor pentru cele p
fluxuri.

Metoda lui Ford-Fulkerson se bazeaza pe
trel idei importante: retele reziduae, dru
muri de ameliorare s taieturi. Este o0 meto-
da iterativa Reteaua reziduaa se poate
spune intuitiv ca este formata din arcele
care admit un flux mai mare.

Cantitatea de flux aditional care poate fi
transportata de la x la y, fara a depas &
pacitatea c(X,y) este capacitatea reziduala a
arcului (x,y).

ci(x,y)=c(xy)- f(xy)
Data fiind o retea de transport G=(X,U) s

un flux f, reteauareziduala alui G indus de
f este

G, =(X,U{) Uy ={(x,y)T X~ X,Ci (% y) >0}
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Danduse o retea de transport G=(X,U) s
un flux f, un drum de ameliorare este un
drum simplu de la intrarea a laiesirea b in

reteaua reziduala G, . Fiecare arc (x,y) pe

un drum de ameliorare admite un flux po-
zitiv aditional, fara a incalca restrictia de
capacitate.
Vom numi capacitate reziduala a lui p,
cantitatea maxima a fluxului care se poate
transporta de-a lungul drumului de amelio-
rare p S este datade :

ci(p)=mn{ ¢, (x, y)\(x,y)| p}
Metoda lui Ford-Fulkerson mareste fluxul
h mod repetat de-a lungul drumurilor de
ameliorare, pana cand ajunge la un flux
maxim.
Teorema de flux maxim- taietura minima,
exprima faptul ca un flux este maxim daca
s numai daca in reteaua lui reziduala nu
exista nici un drum de ameliorare.

Analiza timpului de executie a algorit-
mului Ford-Fulkerson.

Timpul de executie a algoritmului depinde
de modul de determinare a drumului de
ameliorare p. Daca drumul este ales gresit,
se poate ntdmpla ca algoritmul nu se
opreste dupa un numar finit de pas, vaoa
rea fluxului creste succesiv, dar nu conver-
ge catre valoarea maxima. Se va folos un
algoritm de cautare in latime, unul din cel
mai simpli algoritmi de cautare ntr-un
graf.

Timpul de gasire aunui drum in reteaua re-
Ziduala este O(U")=0O(E), unde G'=(X,U"),

E={(x,y)\(x, y)T U sau(y,xT U}.

Fiecare iteratie a ciclului se executa in
O(V) unitati de timp, timpul total este de

O(U|f |)| f | este fluxul maxim obtinut.

Atét timp cét valoarea optimala a fluxului
este mica S capacitatile sunt numere n
tregi sau rationale, timpul de executie a
agoritmului este bun. Perfectionarea ago-
ritmului Ford-Fulkerson poate fi Tmbu
natatita, daca implementam cautarea dru-
mului de ameliorare p printr-o cautare in
latime, adica cel mai scurt drum.Aceasta
implementare se numeste algoritmul lui
Edmond-Karp.

Cei mai rapizi algoritmi de flux maxim pé&
na la ora actuala sunt algoritmii de preflux,
cu gutorul carora se pot rezolva eficient s
ate probleme de flux, cum ar fi problema
fluxului de cost minim. Astfel, amintim al-
goritmul generic de flux maxim a lui
Goldberg, care are o implementare ssimpla,

ce se executa intr-un timp O(X?2U), m
bunatatind limita de O(XU ?) a algoritmu-
lui Edmond-Karp sau o rafinare a algorit-
mului generic, numit algoritmul mutare in
fata, care este un algoritm de preflux de
complexitate temporala O(X*) -asimptotic
cel putin lafel lafel debuncasi O(X?U).
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