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Estimatorii de credibilitate omogeni din modelul clasic al lui Bühlmann 
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Acest articol îsi propune sa ilustreze modelul clasic al lui Bühlmann, din perspectiva 
estimatorilor liniari si omogeni folositi la evaluarea primelor nete de risc pentru contractele 
portofoliilor de asigurari non-viata. În acest sens, relevam un rezultat important al teoriei 
credibilitatii, prin care obtinem formule omogene de credibilitate liniara. Utilitatea sa 
vizeaza situatiile reale, adica implementate în portofolii de asigurari reale si este datorata 
atât formei liniare-omogene, cât si caracterului nedeplasat, cerinte pe care le impunem 
acestor estimatori, asigurând astfel conditia esentiala ca suma primelor de credibilitate sa fie 
egala cu prima globala de la nivelul de vârf. 
Cuvint cheie: credibilitate liniara-omogena, metoda multiplicatorilor lui Lagrange, 
estimatori nedeplasati. 
 

odelul clasic al lui Bühlmann intro-
duce portofoliul de asigurari non-

viata, reprezentându- l prin k contracte 
identice si independente. Fiecare contract j 
este asimilat cu un vector aleator (θj, X`j), 
ale carui componente: θj, respectiv X`j, au 
semnificatiile urmatoare: 
*θj denota parametrul aleator de structura 
pentru polita j, adica variabila aleatoare 
reala ce descrie caracteristicile riscului im-
plicat de aceasta polita; subliniem faptul ca 
riscul, luat în consideratie pentru o polita j 
este o variabila aleatoare nenegativa, care 
poate fi caracterizata prin aceeasi valoare a 
parametrului sau de risc θj de-a lungul 
anilor de valabilitate ai contractului j; 
*X`j indica observatiile efectuate asupra 
politei j pe durata a t ani; mai precis, X`j 
este vectorul de componente Xj1,  Xj2, ...., 
Xjt, adica X`j = (Xj1, Xj2, ...., Xjt); s-au 
notat variabilele aleatoare observabile ale 
contractului j cu Xj1, Xj2, ...., Xjt,. 
Afirmatia potrivit careia contractele 

k,1j =  (reprezentate de cuplurile (θj, X`j), 

k,1j = ) sunt independente si identic 
distribuite, revine la presupunerea ca dat 
fiind θj = θj variabilele Xj1, Xj2, ...., Xjt, 
sunt independente si identic distribuite 
(conditional).  
Admitem ca toate contractele au în comun 
faptul ca mediile si variantele lor sunt

exprimate prin aceleasi functii µ(•) si 
σ2(•), independente de t,1r = , dar depen-
dente de parametrul de risc corespunzator; 
deci: 

trXM jjjr ,1),?()?|( =∀= µ      (1), 

trXVar jjr ,1),?()?|( 2 =∀= σ  (2). 
Relatiile (1) si (2) descriu caracteristicile 
comune ale riscului politei j; mentionam ca 
egalitatea (1) defineste prima neta de risc a 
contractului j, daca parametrul de risc al 
acestuia este θj. 
Teorema 1: (Modelul clasic al lui Bühl-
mann pentru estimatori de credibilitate 
omogeni) 
În cadrul ipotezelor clasice Bühlmann: 
(B1) si (B2), unde: 
(B1)

kjIXCovXM t
jjjjjjr ,1 ,)?()?|(),?()?|( ),(2 === σµ  

respectiv: 
(B2) Contractele j = 1, ..., k sunt indepen-
dente, variabilele θ1, ..., θk sunt identic dis-
tribuite, iar observatiile Xjr, k,1j = , 

t,1r =  au varianta finita, estimatorul optim 
(în sensul celor mai mici patrate) liniar-
omogen, “nedeplasat” al lui 

kjj ,1),?( =µ , mai precis, solutia obtinuta 
prin rezolvarea problemei de minim: 
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cu conditia: ))?((
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 (4), 

este egala cu: jzMMz +− 0)1(  (5), unde: 

∑
=

==
t

1s
jsjj X

t
1

XM  indica estimatorul indi-

vidual pentru )?( jµ  (6), 

iar: ∑
=

=
k

1j
j0 M

k
1

M  reprezinta estimatorul 

nedeplasat al lui m  (7) 

si 
ats

at
z 2 +

=  este factorul de credibilitate 

rezultat  (8), 
cu a, s2, m definiti la  (9). 
 
Demonstratie : 
Introducem asa-numitii parametrii structu-
rali ai modelului clasic Bühlmann: 

)]?([ )];?([ )];?([ 22
jjj MmMsVara µσµ ===

(9).

Sa observam ca: mXMM iri == )()]?([µ (10), 

astfel încât (4) devine: ∑ ∑ =
i r

jir 1c  (11). 

Tinând seama de (11), scriem problema (3) 
sub urmatoarea forma echivalenta: 
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Din relatiile (10), deducem ca putem 
exprima conditia (4) prin ecuatia: 
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Prin urmare, trebuie solutionat extremul 
(minimul) (11) conditionat de legatura 
(13). Din acest considerent, aplicam meto-
da multiplicatorilor lui Lagrange, luând 
multiplicatorul Lagrange egal cu (-2α/m). 
Asadar, suntem condusi la rezolvarea 
problemei de minim: 
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 (14). 

 

Impunem ca: t,1`r,k,1`i,0
c
f

`r̀ji

=∀=∀=
∂
∂

 (15), 

unde cu f s-a notat functia care se minimi- 

zeaza în (16). 
Efectuând calculele de rigoare în (15), 
obtinem relatiile: 
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µα   (16). 

Daca punem i` = j în (16), atunci rezulta ecuatiile: trcsaa
t

r
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(17). 

Într-adevar: 

,tr`aVarXMXMM

CovXMMXMM

XMMCovXCovMXCov

jjjrjjjrj

jjjjrjjjjrj

jjrjjjjrjjrj

1 ;)]?([)]?|()?()?|()?([

)]?(),?([]}?|[]?|)?([]?|)?([{

]}?|[],?|)?([{]}?|),?([{]),?([

)9(

``

``

)1(

```

==+−=

=+−=

=+=

µµµ

µµµµ

µµµ

 

 

∑∑

∑ ∑∑∑

==

=
≠
== =

=+=++=

=+=

t

r
jjrrr

t

r
rrjjr

t

r

k

ji
i

irjrjirjrjrjjr

k

i

t

r
irjrjir

trcsasac

XXCovcXXCovcXXCovc

1

2
`

1

2
`

)18(

)19(

1 1
``

1 1
`

,1`;)(0)(

]),(),([),(

δδ

 

unde: 
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iar: 
  jiXXCov irjr ≠∀= ,0),( `     (19). 
Justificarea relatiilor (17) si (18): 
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Reluând sistemul de ecuatii (17), se observa, cu usurinta, ca acesta implica: 
Cjj1 = cjj2 = ... = cjjt  = (α+a)/(s2+at)  (20). 

În cazul i≠j, (16) devine: trcsa
t

r
rjirr ,1`,)(

1
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δα   (21). 

Într-adevar, pentru i`≠j are loc sirul de egalitati: 
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Din (21) obtinem rezolvând în raport cu 
necunoscutele cji`r, ∀ ì ≠j, ∀r, ca: 
cjj`1=cjj`2=...=cjj̀ t = α/(s2+at), ∀ì ≠j (22). 
Înlocuind coeficientii cjir, k,1i = , t,1r =  
cu expresiile acestora (vezi (20) si (22)) în 
(11) deducem urmatoarele: 
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si deci: 
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z1
ats

tk
2 −=

+
α

  (23). 

Din relatiile (20), (22) si (23) determinam 
rezultatul de credibilitate omogen (5). Într-
adevar: 
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Prin urmare, demonstratia teoremei este 
încheiata. 

Observatie : Sa remarcam faptul ca, atunci 
când prima colectiva de risc m se esti-
meaza prin M0, suntem condusi la o 
combinatie liniara omogena a tuturor 
variabilelor observabile (asa dupa cum 
atesta rezultatul (5) obtinut în cadrul 
teoremei, care tocmai a fost stabilita), ce 
are meritul deosebit, din punct de vedere al 
practicii asigurarilor, ca ofera un estimator 
nedeplasat pentru m (vezi conditia (4) si 
definitia (9)). 
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