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Analiza multirezolutie a unui semnal uni sau bidimensional, se bazeaza pe doua tipuri de 
operatori: de discretizare si de reconstructie. Operatorul de discretizare ofera informatia 
discreta necesara relativ la functia considerata si este determinat de forma acesteia. Operatorul 
de reconstructie realizeaza operatia inversa, de aproximare a unei functii necunoscute pe baza 
unei multimi discrete reprezentând valorile functiei pe o multime de puncte data . Algoritmul 
propus utilizeaza drept operator de discretizare medierea iar, ca predictor aplicat vectorului de 
rezolutie inferioara, valoarea medie a polinomului de gradul II obtinut prin metoda wlms 
considerând 5 puncte din vecinatatea celui pentru care se realizeaza aproximarea. 
Cuvinte cheie: analiza multirezolutie, compresie/decompresie, predictor, metoda wlms. 
 

ransformari multirezolutie. Algorit-
mul general de codificare/decodifica-

re 
Fie F un spatiu de functii si Dk un proces de 
discretizare, unde k reprezinta rezolutia utili-
zata în procesul de discretizare. Pentru fieca-
re f ∈F, imaginea operatorul Dk este o mul-
time de numere reale vk = Dk(f). Operatorul 
Dk este deci definit conform relatiei  
Dk : F →  Vk, unde Vk reprezinta imaginea 
obtinuta prin operatorul Dk.  
O transformare multirezolutie este o cores-
pondenta bijectiva între doua multimi, una 
obtinuta în urma procesului de discretizare 
si cealalta obtinuta în urma rearanjarii pri-
mei multimi dupa criterii multirezolutie a in-
formatiei. Pentru a defini o astfel de trans-
formare este necesara definirea unui opera-
tor de reconstructie adecvat Rk : Vk →F. Da-
ca operatorii de discretizare si reconstructie 
sunt alesi adecvat, imaginea transformarii 
RkDk prin f reprezinta o aproximare a func-
tiei f din spatiul F. Pentru aceasta este nece-
sara verificarea unei relatii de consistenta 
(RC) impuse operatorilor Rk  si  Dk, si anu-
me: RkDkvk = vk, pentru orice vk ∈Vk, adica 
RkDk = Ik , deci Rk reprezinta inversa la 
dreapta corespunzatoare operatorului Dk, în 
care Ik este identitatea pe multimea Vk.  
Reprezentarea multirezolutie a informa tiei 
discrete este realizata utilizând doi operatori 
de transfer, si anume un operator de de-

cimare, notat 1k
kD − , respectiv un operator de 

predictie, notat k
1kP −  [5].  

Observatie Operatorul de decimare 1k
kD −  

este linear si determina obtinerea unei infor-
matii discrete cu nivel de rezolutie mai sca-
zut pe baza informatiei existente la nivelul 
imediat superior (transformarea de la nivelul 
de rezolutie k la nivelul de rezolutie k-1). 
Operatorul de predictie k

1kP −  calculeaza va-
lorile aproximative corespunzatoare infor-
matiei discrete din nivelul superior (cel de 
rezolutie k) pe baza informatiei existente la 
nivelul inferior, de rezolutie k-1.  
Formal, cei doi operatori sunt definiti con-
form relatiilor:  

1k
kD − : Vk? Vk-1 si k

1kP − : Vk-1? Vk 
Fie Rk si Dk doua multimi de operatori care 
verifica relatia de consistenta (RC), pentru 
fiecare nivel de rezolutie k. În aceste condi-

tii, operatorul de transfer 1k
kD −  este definit 

conform relatiei 1k
kD − = Dk-1Rk. Definitia o-

peratorului 1k
kD −  nu depinde de alegerea 

multimii de operatori Rk daca si numai daca 
are loc: Dkf = 0 ⇒  Dk-1f = 0 pentru orice 
f∈F.  
Aceasta proprietate este tot de tip consis-
tenta si poate fi descrisa intuitiv astfel: infor-
matia existenta la un nivel de rezolutie mai 
mica nu este sensibil mai bogata decât infor-

T 
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matia continuta la nivelul imediat superior.  

Operatorul k
1kP −  poate fi definit în aceeasi 

maniera, astfel: 1k
kP − = DkRk-1. Operatorul  

1k
kD − k

1kP − : Vk-1? Vk-1 are proprietatea:  
1k

kD − k
1kP − =Dk-1RkDkRk-1=Dk-1Rk-1= 1kV

I − , 

adica o proprietate de consistenta care 
demonstraza surjectivitatea operatorului 

1k
kD − .  Operatorul k

1kP −
1k

kD − :Vk? Vk ofera 

o apro-ximare a vectorilor vk∈Vk, utilizând 
infor-matia corespunzatoare nivelului k-1, 
adica a vectorilor 1k

kD −  vk.  
Vectorul eroarea de aproximare ek este dat 
de relatia:  
ek := ( ) k

k
k1k

k
k

1kkV
vQ:vDPI =− −

− .  

Se remarca faptul ca   ek ∈Vk si  

 
( ) 01

11
1

111
1

11
kk V

k
k

k
k

k
k

k
k

k
k

k
k

k
k

k
kV

k
kk

k
k IPDDPDDDPIDQD =−=−= −

−−
−

−−−
−

−−  

 
adica vectorul ek apartine anulatorului ope-
ratorului 1k

kD − ( ) { }kk
k VvvDN ∈=− /1 , 

01 =− vD k
k . Daca Nk= dim(N( 1k

kD − )), vec-
torul vk are Nk elemente, vectorul vk-1 are Nk-1 

elemente, deci vectorul dk:=vk- k
1kP −  vk are 

Nk-Nk-1 elemente.  
Relatiile anterioare exprimate în termenii 
vectorului ek indica faptul ca exista infor-
matie redundanta, care trebuie eliminata. 
Pentru aceasta, eroarea ek va fi exprimata în-

tr-o baza din spatiul N( 1k
kD − ). Vom nota cu 

1kk
j

k NN,...,1j,d −−=  coeficientii vectorului 
ek (numiti si detalii) în aceasta baza. Deter-
minarea coeficientilor independenti la redu-
cerea rezolutiei se realizeaza pe baza unui 
sistem linear în necunoscutele j

kd ,  

1,...,1 −−= kk NNj . Detaliile 

1,...,1, −−= kk
j

k NNjd  reprezinta “abilitate” 
metodei de a produce valorile exacte ale 
functiei. Daca se aplica o pro-cedura de 
reconstructie inadecvata, se obtin detalii 
mari, care nu pot fi eliminate prin in-
termediul unei functii prag convenabile, deci 
semnalul de intrare poate fi recuperat cu 
conditia pastrarii detaliilor. Scopul me-
todelor de compresie/decompresie de date 
bazate pe analiza multirezolutie este de a 
aplica operatori de reconstructie adecvati 
astfel încât detaliile obtinute sa se situeze 
sub un prag dat, deci care pot fi eliminate 
fara pierdere semnificativa de informatie.  
Multimea operatorilor de transfer 1k

kD −  si 
k

1kP −  definesc o transformare multirezolutie.  
Conform relatiilor enuntate anterior, algorit-
mii generici de codificare, respectiv decodi-
ficare sunt [5]:  

 
Codificarea vL? MvL 









−=

=

−=

−
−

−−

−−

1kk
1k

1k1k

k1k
k

1k

vPvd

vDv

1,...,1L,Lkpentru

 

MvL = ( )1L2100 d,...,d,d,v
−

 
 Sunt eliminate din MvL detaliile aflate sub un 

prag dat. 
Decodificarea MvL?  M-1MvL 
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Se observa ca, daca vk = Dkf, atunci vectorul 
eroare de aproximare poate fi exprimat 

conform relatiei:  

 
( ) ( ) ( ) fDRDRDDfDDPDvDPIe kk1k1kkkk

1k
k

k
1kk

k1k
k

k
1kkV

k
−−

−
−

−
− −=−=−=  

 
Cum 1kV1k1kkVkk IDR,IDR −−− == , rezulta:  

( ) fIIDe 1kVkVk
k

−−= . 

Reprezentarea vectorului eroare de aproxi-
mare indica relatia strânsa dintre calitatea o-
peratorului de predictie si proprietatile algo-
ritmului de compresie/decompresie.  
Relatia existenta între operatorul de predic-
tie si cel de decimare ofera multiple posibili-
tati de constructie a schemelor multirezolu-
tie. Astfel, în cazul operatorului k

1kP −  poate 
fi utilizata  o metoda de predictie lineara, e-
chivalent cu utilizarea transformarilor wave-
let biortogonale (în acest caz operatorul 

kk DR  reprezinta o proiectie) sau se poate 
folosi o schema nelineara. 
În acest context, problema compresiei/de-
compresiei de date poate fi formulata în ter-
menii teoriei aproximarilor: fiind data apro-
ximarea functiei semnal f în rezolutie k-1, se 
cere sa se determine o aproximare “buna” 
(cu o eroare aflata sub un prag maxim 
acceptat) a lui f  în rezolutie k. 
 
Estimarea functiei f utilizând metoda ce-
lor mai mici patrate 
Fie [ ] RI:f,b,aI →=  semnal unidimen-
sional, grila { }bx...xxaX N10 =≤≤≤==  
si partitia corespunzatoare acesteia 

[ ] 1N,...,1,0i,x,xI 1ii1i −== ++ . De aseme-
nea, se va nota cu i1ii xxx −= +∆  lungimea 
intervalului Ii+1 si cu i

1N,...,0i
xmaxx ∆∆

−=
= .  

Se presupun conoscute valorile medii 

( )∫
+

=
1ix

ixi
i dxxf

x
1

f
∆

 corespunzatoare partitiei 

Ni1,Ii ≤≤ . Fiecarei valori medii if  i se 
asociaza o pondere, notata wi. 
Fiecarui punct Ni1,i ≤≤  i se asociaza o 
multime de puncte vecine lui xi în grila X  

( ) { }
li1i0i

x,...,x,xiE = , respectiv fiecarui in-

terval Ni1,Ii ≤≤  i se asociaza o multime 
de intervale vecine cu Ii 

( ) { }
li2i1i

I,...,I,IiE
~

= . Pentru aceste multimi 
este determinat un polinom qi(x) de grad k, 





 +

>
2

1l
k , care verifica relatiile: 

[ ] [ ]

( )










=

−<−

∫

∑∑

−

==

i

ix

1ix
i

l

1j
j
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jj

l

1j
j

2i
jj

fdxxq

wpfwqf

 

pentru orice polinom pi(x) de grad k, un-

de ( ) i
j

ix

1ix

i qdxxq =∫
−

si ( ) i
j

ix

1ix

i pdxxp =∫
−

. 

Polinomul qi(x) de grad k este calculat daca 
se cunosc coeficientii k10 ,...,, ζζζ din dez-

voltarea ( ) ∑
=

=
k

0t

t
t

i xxq ζ . Acestia sunt deter-

minati din relatiile k,...,0t,0
S

t

==
∂
∂
ζ

, unde 

[ ]∑
=

−=
l

1j
j

2i
jj wqfS . 

 
Aproximarea ENO 
Calitatea unei metode de aproximare este le-
gata de structura matritei utilizate pentru in-
terpolare si depinde de utilizarea unor punc-
te care apartin aceleiasi regiuni de regulari-
tate. Ideea care sta la baza constructiei sten-
cil-ului este accea de a evita intervalele care 
contin singularitati. În general, lungimea u-
nui stencil este fixa. Deci ramâne de stabilit 
care sunt indicii r si s care specifica punctele 
marginale pentru vecinii intervalului consi-
derat pentru interpolare 
( [ ] 1N,...,1,0i,x,xI 1ii1i −== ++ ). Un sten-
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cil este fixat daca sunt determinati cei doi 
indici.  
Problema care trebuie rezolvata pentru de-
terminarea unui stencil adecvat este accea a 
obtinerii unor indicatori de calitate care sa 
caracterizeze cât mai exact posibil zonele de 

regularitate. Indicatorii utilizati uzual sunt 
definiti de diferentele divizate [1],[2]. 
În continuare se va lucra cu urmatoarele 
definitii ale diferentelor divizate corespun-
zatoare unei functii V: 

 
[ ] ( )

[ ] [ ] [ ]( )







≥−
−

=

=

−++−−++
−−+

−+− 1j,x,...,x,xVx,...,x,xV
xx

1
x,...,x,xV

xVxV

2ji1i1i1ji1ii
1i1ji

1jii1i

ii

 

 
Diferentele divizate corespunzatoare valori-
lor medii pe intervale pentru derivata func-
tiei V sunt definite astfel: 
 

[ ] ( )

[ ] [ ] [ ]( )
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+
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1
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Proprietatea care fundamenteaza utilizarea 
diferentelor divizate ca indicatori ai zonelor 
de regularitate este urmatoarea 

[ ]
( ) ( ) [ ]jii

j

ji1ii x,x,
!j

V
x,...,x,xV =++ ∈= ξ

ξ

Aceasta relatie are loc numai în zonele de 
regularitate ale functiei, deci diferentele di-
vizate corespunzatoare zonelor grilei care nu 
contin singularitati sunt mici. 
Fie P polinomul de grad k ce interpoleaza 
functia V pe baza a  k+1 puncte ale grilei si 
p=P’. Conform formulei Newton a inter-
polarii Lagrange, polinoamele P si p sunt 
date de relatiile: 

( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( )∑ ∑∏

∑ ∑

=

−

=

−

≠
=

+−−+−

=

−

=
+−−+−

−=

−=

k

1j

1j

0m

1j

ml
0l

lrirjiri

k

1j

1j

0m
mrirjiri

xxx,...,xVxp

xxx,...,xVxP

 

Relatia care defineste polinomul p utilizeaza 
diferente divizate de ordin cel putin 1 (pen-

tru j=1, ( ) 0xx
1j

0m

1j

ml
0l

lri =−∑∏
−

=

−

≠
=

+− ), deci calculul 

polinomului p nu necesita calculul valorilor 
functiei V în cele k+1 puncte considerate. În 

continuare va fi descrisa schema ENO de 
aproximare utilizând ca polinom de interpo-
lare polinomul p. 
Aproximarea ENO presupune fixarea sten-
cil-ului, adica determinarea celor k+1 punc-
te (respectiv, k intervale) incluzând punctele 
xi-1, xi (respectiv Ii) utilizate în constructia 
lui p. Pentru aceasta este utilizata urma-
toarea tehnica [1],[2]: 
1. Initial, se considera  ( ) { }i1i x,xiS

~
−= , în 

care S
~

 reprezinta stencil-ul corespunzator 
functiei primitive V. Sten-cil-ul 
corespunzator functiei v este S(i)=Ii (sunt 
cunoscute valorile medii ale functiei v pe 
intervalele reprezentând o partitie a grilei). 
Polinomul de interpolare este: 

( ) [ ] [ ]( )1ii1i1i
1 xxx,xVxVxP −−− −+=  

2. Alegerea urmatorului punct, la stânga sau 
la dreapta multimii ( )iS~ , este realizata ast-
fel: 

( ) { } { }2ii1i xx,xiS
~

−− ∪=  si 

( ) ( ) [ ]( )( )i1ii1i2i
12 xxxxx,x,xVxPxP −−+= −−−

sau 
( ) { } { }1ii1i xx,xiS

~
+− ∪=  si 



Revista Informatica Economica, nr.2 (14)/2000 65

( ) ( ) [ ]( )( )i1ii1i2i
12 xxxxx,x,xVxPxP −−+= −−−

Dintre cei doi vecini xi-2 si xi+1 se va alege 
unul singur pe baza urmatorului criteriu: 
daca [ ] [ ]1ii1ii1i2i x,x,xVx,x,xV +−−− < , atunci 

( ) { }i1i2i x,x,xiS
~

−−= , altfel, 

( ) { }1ii1i x,x,xiS
~

+−= . 
Pasul 2 continua pâna la selectarea numa-
rului de puncte dorit. 
 
Reconstructia de ordin k-1 a functiei v   
Fiind date valorile medii { } ki1,vi ≤≤  ale 
functiei v pe intervalele Ii, reconstructia 
polinomiala de grad k-1 decurge astfel [1]:   
 

1. Sunt calculate diferentele divizate ale 
primitivei V a functiei v.  
2. Pentru fiecare interval Ii se considera 
stencil-ul S(i)= {Ii}. Presupunând cunoscut 
stencil-ul pentru l=2,…,k, 

( ) { }lj1jjl x,...,x,xiS
~

++= , pentru calculul lui 
Sl+1(i) se determina V[xj-1, xj,…,x j+l] si V[xj, 
xj,…,x j+l+1] si, 
daca V[xj-1, xj,…,x j+l] <= V[xj,  xj,…,x j+l+1], 
atunci Sl+1(i)=Sl(i) ∪{Ij-1}  
altfel Sl+1(i)=Sl(i) ∪{Ij+l+1}  
O modalitate alternativa de determinare a 
urmatorului punct este aceea de alegere a 
vecinului si astfel încât:  
 

[ ] [ ]{ }il1ri,x,...,xVminx,...,x,xV 1rl1l1risis1is ≤≤+−= −+−−+−  

 
Este utilizata apoi formula lui Newton pen-
tru calculul polinomului pi(x), de grad k-1 pe 
intervalul Ii satisfacând conditia 
pi(x)=v(x)+O(∆ xk).  
 
Observatii  
1. Cea mai buna aproximare a functiei v 
pentru zonele de regularitate se obtine ale-
gând un stencil centrat. 
2. În cazul unei functii cu cresteri lente, se 
considera o adaptivitate inutila a algorit-
mului. 
3. Procedura de alegere a stencil-ului utili-
zeaza multe structuri “if-then-else”, ceea ce 
induce un algoritm ineficient. 
4. În cadrul aceleiasi proceduri exista mai 
multi candidati testati, dar unul singur va fi 
ales. Daca se fixeaza un stencil, informatia 
continuta în alte variante este pierduta. 
5. Cele doua proceduri de alegere a stencil-
ului nu conduc la aceleasi rezultate; se poate 
face o alegere a stencil-ului astfel încât func-
tia initiala sa nu aibe variatii minime. 
 
Solutii posibile 
1. Ansamblul de stencil-uri posibile poate fi 
partajat în doua categorii: stencil-uri cu 
probabilitate mare de selectare (stencil-uri 
preferate) si stencil-uri care pot fi selectate 
cu o probabilitate mica.  

De exemplu, prima categorie poate contine 
stencil-urile centrate, iar criteriul de alegere 
este influentat de un parametru de deplasare 
b. Astfel, testul V[xj-1,  xj,…,x j+l] <= V[xj, 
xj,…,x j+l+1] este înlocuit cu: 
V[xj-1, xj,…,x j+l] <b V[xj, x j,…,x j+l+1], daca xj 
este mai mare decât cel mai din stânga punct 
din stencil-ul preferat 
bV[xj-1, x j,…,x j+l] < V[xj, x j,…,x j+l+1], altfel. 
Aceasta strategie permite un control optim 
al erorii care se face în cazul unui stencil 
neadecvat ales. 
2. O strategie alternativa o constituie asoci-
erea câte unei ponderi fiecarui stencil candi-
dat pentru un interval dat Ii. Astfel, multimii 
de stencil-uri Sr(i)={xi-r,…,x i-r+k-1}, r=0,…,k-
1 i se asociaza multimea de ponderi wr ≥ 0, 

1w
1k

0r
r =∑

−

=
. 

Aceasta strategie permite obtinerea unei de-
pendente de date “mai continue” în proce-
dura de alegere a stencil-ului. Ponderile sunt 
alese astfel încât sa constituie indicatori buni 
asupra regularitatii functiei: au valori mari 
în cazul stencil-urilor alesi în regiunile de 
regularitate ale functiei si valori mici altfel. 
De exemplu, pot fi alese drept ponderi com-
binatii lineare de diferente divizate: pentru 
fiecare Sj ={xj-r,…,x j+l} sunt calculate 
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diferentele divizate, pe baza carora este definit un indice de regularitate astfel: 
 

[ ]( )
[ ] [ ] 1rlk,v,...,vVvunde,

lr

v
IS ljrjrj

k
r

1l

lr

1i

2
rikj

l

j ++==
−

= =−−
=

−

=
−++

∑
∑

∆
∆

 

 
Ponderea corespunzatoare stencil-ului este 
definita conform relatiei: 
 

( ) 1r,...,0k,
IS
1

unde,w
r

kj

j
k

1r

0k
1r

0l

j
l

j
k

j −=
+

==
+

−

=
−

=

∑
∑ ε

α
α

α
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Algoritmul de compresie/decompresie 
utilizând predictorului WLMS 
Algoritmul de compresie pe baza 
predictorului WLMS utilizeaza urmatorii 
vectori de informatie si operatori:  

I. Vectorul de intrare vL L2R∈ reprezinta 
valorile medii ale semnalului f pe intervale 
ale grilei de tipul ( )[ ]i2,1i2 LL −− − . 
II. Operatorul de decimare 1k

kD −  realizeaza 
reducerea prin medie: 

( ) 1k
k

1i2
k

i2
i

k1k
k 2,...,0i,

2
vv

vD −+− =
+

= . 

III. Predictorul k
1kP −  aplicat vectorului 

“decimat” vk-1 conduce la o aproximare a 
vectorului vk, astfel: ( ) t2

1kk
1k vP −

−  reprezinta 
valoarea medie a polinomului de gradul II 
obtinut prin metoda wlms considerând 5 

puncte din vecinatatea lui 1k
tv −  (punctele 

1k
2tv −

− , 1k
1tv −

− , 1k
tv − , 1k

1tv −
+ , 1k

2tv −
+ ), astfel. 

Fie polinomul cbxaxP 2
t ++= si pt media 

acestui polinom pe intervalul [t, t+1] , 

.dtcxdtbdtxap
1t

t

1t

t

1t

t

2
t ∫∫∫

+++

++=  Metoda wlms 

revine la determinarea coeficient ilor a, b, c 

astfel încât ( )∑
−=

+
−
++ −

2

2j

2
tj

1k
tjtj pvw sa fie mi-

nima.  
Procedura de alegere a ponderilor wj+t cores-

punzatoare punctelor 1k
tjv −

+ ,  j=-2,…,2,  tine 

cont de regularitatea functiei considerate pe 
fiecare din intervalele [t+j, t+j+1]  (pon-
derea wj+t este mare daca intervalul nu 
contine singularitati si mica altfel): 
 

 

s
'w

w,'ws,

2
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1
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2j
jt2k

)jt(2
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)1jt(2
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+
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Fie ( )∑
−=

+
−
++ −=

2

2j

2
tj

1k
tjtj pvwS , unde pj+t este 

dat de relatia 
 
 



Revista Informatica Economica, nr.2 (14)/2000 67

tjtjtj

1jt
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Coeficientii a, b si c sunt determinati din 
sistemul: 
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IV. Pragul utilizat în acest algoritm depinde 
atât de nivelul de rezolutie k de la momentul 
curent,  cât si de vectorul de detalii curent: 

( ) )X(Varlogk k2=ξ , unde Xk reprezinta 
variabila aleatoare a carei selectie este 
disponibila în vectorul dk. 

Aplicarea acestui algoritm ca metoda de 
precompresie a imaginilor realizeaza o 
reducere cu aproximativ 50% a 
dimensionalitatii. Algoritmul wlms a fost 
testat pe imagini cu 256 de nivele de gri de 
la alb la negru (valori ale functiei cuprinse 
între 0 si 255), câteva din rezultatele 
furnizate fiind prezentate în continuare. 

 
Imaginea de intrare     Imaginea obtinuta în urma decompresiei 

 
 
Precompresie de 50.60% 
Eroarea medie totala este  1.71 
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Imaginea de intrare    Imaginea obtinuta în urma decompresiei 

 
 
Precompresie de 47.61% 
Eroarea medie totala este  1.74 

 

 
Imaginea de intrare     Imaginea obtinuta în urma decompresiei 

 
Precompresie de 47.51% 
Eroarea medie totala este  1.60 
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Imaginea de intrare       Imaginea obtinuta în urma decompresiei 

 
 
Precompresie de 53.77% 
Eroarea medie totala este  1.36 
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