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Analiza multirezolutie pentru compresia/decompresia datelor

Prof.dr. Luminita STATE, Universitatea Pitesti
Asist.drd. Catalina COCIANU, A.S.E. Bucuresti

Analiza multirezolutie a unui semnal uni sau bidimensional, se bazeaza pe doua tipuri de
operatori: de discretizare si de reconstructie. Operatorul de discretizare ofera informatia
discreta necesara relativ la functia considerata si este determinat de forma acesteia. Operator ul
de reconstructie realizeaza operatia inversa, de aproximare a unei functii necunoscute pe baza
unel multimi discrete reprezentand valorile functiel pe o multime de puncte data . Algoritmul
propus utilizeaza drept operator de discretizare medierea iar, ca predictor aplicat vectorului de
rezolutie inferioara, valoarea medie a polinomului de gradul Il obtinut prin metoda wims

considerand 5 puncte din vecinatatea celui pentru care se realizeaza aproximarea.
Cuvinte cheie: analiza multirezolutie, compresie/decompresie, predictor, metoda wims.

ransformari multirezolutie. Algorit-

mul general de codificar e/decodifica-
re
Fe F un spatiu de functii S Dy un proces de
discretizare, unde k reprezinta rezolutia utili-
zata’in procesul de discretizare. Pentru fieca
ref I F, imaginea operatorul Dy este o mul-
time de numere reale v = Dy(f). Operatorul
Dy este deci definit conform relatiei
Dk : F ® VX unde VX reprezinta imaginea
obtinuta prin operatorul Dy.
O transformare multirezolutie este o cores
pondenta bijectiva intre doua multimi, una
obtinuta Tn urma procesului de discretizare
S cealalta obtinuta in urma rearanjarii pri-
mel multimi dupa criterii multirezolutie ain-
formatiei. Pentru a defini o astfel de trans-
formare este necesara definirea unui opera-
tor de reconstructie adecvat R : V® F. Da
ca operatorii de discretizare si reconstructie
sunt ales adecvat, imaginea transformarii
R{Dx prin f reprezinta o aproximare a func-
tiel f din spatiul F. Pentru aceasta este nece-
sara verificarea une relatii de consistenta
(RC) impuse operatorilor R¢ § Dy, S anu-
me: R{DW* = V¥, pentru orice V€ I VX, adica
RDx = Ik , deci R reprezinta inversa la
dreapta corespunzatoare operatorului Dy, Tn
care I este identitatea pe multimea V.
Reprezentarea multirezolutie a informatiei
discrete este realizata utilizénd doi operatori
de transfer, s anume un operator de de-

cimare, notat D,*, respectiv un operator de
predictie, notat P, [5].
Observatie Operatorul de decimare D/ *

este linear s determina obtinerea unel infor-
matii discrete cu nivel de rezolutie mai sca
Zut pe baza informatiei existente la nivelul
imediat superior (transformarea de la nivelul
de rezolutie k la nivelul de rezolutie k-1).
Operatorul de predictie PS, caculeaza va-
lorile aproximative corespunzatoare infor-
matiei discrete din nivelul superior (cel de
rezolutie k) pe baza informatiei existente la
nivelul inferior, de rezolutie k-1.

Formal, cei doi operatori sunt definiti con
form relatiilor:

DNt VE2 VKT g pX VK9 WK

Fie R si Dx doua multimi de operatori care
verifica relatia de consistenta (RC), pentru
fiecare nivel de rezolutie k. Tn aceste condi-

tii, operatorul de transfer D,'("1 este definit
conform relatiei D)= Dy.1R«. Definitia o-
peratorului DS nu depinde de alegerea
multimii de operatori R daca s numai daca
are loc: Df = 0 P Dy.1f = 0O pentru orice
fl F.

Aceasta proprietate este tot de tip consis-
tenta s poate fi descrisaintuitiv astfel: infor-

matia existenta la un nivel de rezolutie mai
mica nu este sensibil mai bogata decét infor-



62

Revista Informatica Economica, nr.2 (14)/2000

matia continuta la nivelul imediat superior.
Operatorul Pkk_l poate fi definit Tn aceeas
maniera, astfel: PS*= DyR1. Operatorul
DX BY,: VK12 V1 are proprietatea:

D * Ré1=DiaRDKRc1= DkaRea= | s

adica o proprietate de consistenta care
demonstraza  surjectivitatea operatorului

DSt Operatorul BY; D 1:V<2 VX ofera

D'Q = DE_l(IVk - PkilelL(_l):

adica vectorul € apartine anulatorului ope-
ratorul ui D EN(DSY) ={vivi v,

D =0. Daca Ni= dim(N(D,) 1)), vec
torul V€ are N elemente, vectorul V! are N
elemente, deci vectorul d:=v&-RBY; VX are
Nk-Nk1 elemente.

Relatiile antericare exprimate Tn termenii
vectorului € indica faptul ca exista infor-

matie redundanta, care trebuie eliminata.
Pentru aceasta, eroarea & va fi exprimata in-

tr-o baza din spatiul N( Dl'f' l). Vom nota cu
d/,j=1..N,- N, coeficientii vectorului
& (numiti s detalii) Tn aceasta baza. Deter-
minarea coeficientilor independenti la redu
cerea rezolutiei se realizeaza pe baza unui

sstem liner In  necunoscutele  d/,
j=1.,N - N_,. Detdliile

Codificarea v?2 MVt

0 apro-ximare a vectorilor v¥I VX, utilizand
infor-matia corespunzatoare nivelului k-1,
adicaavectorilor D)1 V¥,

Vectorul eroarea de aproximare € este dat
derelatia

= (I, - RSDE M = Quk.
Seremarcafaptul ca €1 Vg

DIt~ DY HR! DYDY, =1,.0

d/, j=1..N, - N_, reprezinta “abilitate’
metodei de a produce valorile exacte ae
functiei. Daca se aplica 0 pro-cedura de
reconstructie inadecvata, se obtin detalii
mari, care nu pot fi eliminate prin in
termediul unei functii prag convenabile, deci
semnalul de intrare poate fi recuperat cu
conditia pastrarii detaliilor. Scopul me
todelor de compresie/decompresie de date
bazate pe analiza multirezolutie este de a
aplica operatori de reconstructie adecvati
astfel Tncat detaliile obtinute sa se situeze
sub un prag dat, deci care pot fi eliminate
fara pierdere semnificativa de informatie.

Multimea operatorilor de transfer D/* si

P¥, definesc o transformare multirezolutie.
Conform relatiilor enuntate anterior, algorit-
mii generici de codificare, respectiv decodi-
ficare sunt [5]:

Tpentruk=L,L-1,.1

Lok k- k
iv<t=DS'v

P _ _
Lakt =ykt . poyet

MVt = (vo d®.dt,..d

2L— 1

Qunt eliminate din Mv" detaliile aflate sub un

prag dat.
MvE? MMV

Decodificarea

1 pentru k=12,..,L
|
TVk =d*+ Pklflvk-l
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Se observa ca, daca Vv = Dyf, atunci vectorul
eroare de aproximare poate fi exprimat

conform relatiei:

e :(Ivk - Pkllekk-l}‘/k = (Dk' Pk|f1D||<(-le)f :(Dk' DkRk—le—leDk)f

Cum RD, =1, ,R.iDiy =1 iy rezulta:

e =Dl - 1, )f
Reprezentarea vectorului eroare de aproxi-
mare indica relatia strénsa dintre calitatea o-
peratorului de predictie si proprietatile algo-
ritmului de compresie/decompresie.

Relatia existenta intre operatorul de predic-
tie s cel de decimare ofera multiple posibili-
tati de constructie a schemelor multirezolu-

tie. Astfel, in cazul operatorului Pkk_l poate

fi utilizata o metoda de predictie lineara, e
chivalent cu utilizarea transformarilor wave-
let biortogonale (in acest caz operatorul
R.D, reprezinta o proiectie) sau se poate
folos 0 schema nelineara.

In acest context, problema compresiei/de-
compresiel de date poate fi formulata in ter-
menii teoriel aproximarilor: fiind data apro-
ximarea functiel semnal f in rezolutie k-1, se
cere sa se determine o aproximare “ buna”
(cu o eroare aflata sub un prag maxim
acceptat) a lui f n rezolutie k.

Estimarea functiel f utilizand metoda ce-
lor mai mici patrate

Fie | =[a,b], f:1® R semna unidimen
sond, grila X :{a: X E X, £ ...E Xy :b}
S partitia  corespunzatoare  acestela
I, =[%.%,],i=01,..N-1. De aseme
nea, se va nota cu Dx; =X, - X; lungimea

intervalului li+1 s cu Dx= max Dx
i=0,.,N-1

Se presupun conoscute valorile medii

_ Xi+1

f. =— of (x)dx corespunzatoare partitiei
i

l,,1£i £N. Fiecarei valori medii f, i se

asociaza 0 pondere, notata w;.

Fiecarui punct i,1E£i £N i se asociaza o

multime de puncte vecine lui x; in grila X

Ei)={%, X, -, |+ respectiv fiecarui in-
terval |,,1£i £N i se asociaza 0 multime
de intervale vecine cu l;
E(i):{l i1,Iiz,...,lil}. Pentru aceste multimi
este determinat un polinom ¢'(x) de grad Kk,

Al + 10 e ..
ehl_g’ care verificardatiile:

k >
g2 H
id [z il d sz i
1a[f1'qj]wi<a[f1' Pil W
[ =1 j=1
I % _
"o (xJax=f
P

pentru orice polinom p'(x) de grad k, un-

X CL i
de of' (X)dx=q}s op'(x)dx=p}.

%-1 ) %-1
Polinomul ¢'(x) de grad k este calculat daca
se cunosc coeficientii z,.,z,,....Z, din dez

_ K
voltarea q'(x) =8 z X' . Acestia sunt deter-
t=0

minati din relatiile %T—S:O,t =0,...,k, unde
z

S:%[f_j - q}]zwi -

j=1

t

Aproximarea ENO

Calitatea unel metode de aproximare este le-
gata de structura matritel utilizate pentru in-
terpolare s depinde de utilizarea unor punc-
te care apartin acelelas regiuni de regulari-
tate. |deea care sta la baza constructiel stern
cil-ului este accea de a evita intervalele care
contin singularitati. Tn general, lungimea u
nui stencil este fixa. Deci ramane de stabilit
care sunt indicii r si s care specifica punctele
marginale pentru vecinii intervaului cons-
derat pentru interpolare

(livs = [%,%41],i =01,..,N - 1). Un sten
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cil este fixat daca sunt determinati cei doi
indici.

Problema care trebuie rezolvata pentru de-
terminarea unui stencil adecvat este accea a
obtinerii unor indicatori de calitate care sa
caracterizeze cat mai exact posibil zonele de

}.V[&]=V(>ﬂ)

{V[Xi-uxi ""’Xi+j-1]=
|

Xi+j-1' j-1

Diferentele divizate corespunzatoare valori-
lor medii pe intervale pentru derivata func-
tiei V sunt definite astfel:

\7[)(1] v(x;)

[Xi ’Xi+1’ X|+]] 1

)(I+J i

<I

i
[
|
I
[

Proprietatea care fundamenteaza utilizarea
diferentelor divizate ca indicatori ai zonelor
de regularitate este urmatoarea

AL

V[Xi ,Xi+1l-"’Xi+J'] - il

Acessta relatie are loc numa in zonele de
regularitate ale functiei, deci diferentele di-
vizate corespunzatoare zonelor grilel care nu
contin singularitati sunt mici.

Fie P polinomul de grad k ce interpoleaza
functiaV pe bazaa k+1 puncte ale grilei s
p=P’. Conform formulei Newton a inter-
polarii Lagrange, polinoamele P s p sunt
date derelatiile:

Pl=4 v,

Cox1 [xi Xz

(- %)
"'Xi+j-r a\X- X m
m=0
J 1.1

p(x év[xr, X JA O (x- %)
o

Relatia care defineste polinomul p utilizeaza
diferente divizate de ordin cel putin 1 (pen

Jlj~l
truj=1, & O (x-

m=01=0

X, )=0), deci calculul

polinomului p nu necesita calculul valorilor
functiel V n cele k+1 puncte considerate. In

regularitate. Indicatorii utilizati uzual sunt
definiti de diferentele divizate [1],[2].

In continuare se va lucra cu urmatoarele

definitii ale diferentelor divizate corespun
zatoare unei functii V:

;)(I(\/[Xl ’Xi+l""'xi+j-1]_ V[Xi-l7xi+l""'xi+j-2])’ J :1

(V[Xi+11xi+2’""xi+j - V[Xi aXi+11'"1X1'+j—1])’ j31

continuare va fi descrisa schema ENO de
aproximare utilizand ca polinom de interpo-
lare polinomul p.
Aproximarea ENO presupune fixarea sten
cil-ului, adica determinarea celor k+1 punc-
te (respectiv, k intervale) incluzand punctele
Xi1, X (respectiv ;) utilizate in constructia
lui p. Pentru aceasta este utilizata urma-
toarea tehnica [1],[2]:
1. Initial, se considera S(i):{xi_l,x},Tn
cae S reprezinta stencil-ul corespunzator
functiei primitive V. Stentcil-ul
corespunzator functiel v este Si)=I; (sunt
cunoscute valorile medii ae functiel v pe
intervalele reprezentand o partitie a grilel).
Polinomul de interpolare este:

Pl(X) :V[Xi—l] +V[Xi—1 X ](X - X 1)
2. Alegerea urmatorului punct, la stanga sau
la dreapta multimii  S(i), este realizata ast-
fel:

S(i)={x., x}E{x_.} s
PZ(X): Pl(X)+V[Xi-2’Xi-l’Xi](X_ Xi-l)(x' Xi)
§(i):{xi-1’xi}E{Xi+l} Si
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PZ(X): Pl(x)+V[Xi_2,Xi_l,Xi ](X' Xi-l)(x' Xi)
Dintre cel doi vecini Xj.» 9 Xi+1 Se va dege
unul singur pe baza urmatorului criteriu:
daca V[x ;% 1, %]<V[x 1% X,.], atunci

S(i) ={x.,.%.1.%}, altfel,

(i) ={%...% X}
Pasul 2 continua pana la selectarea numa-
rului de puncte dorit.

Reconstructia de ordin k-1 a functiei v
Fiind date valorile medii {V},1£i £k ale
functie v pe intervalele i, reconstructia
polinomiaa de grad k-1 decurge astfel [1]:

1. Sunt calculate diferentele divizate ale
primitivel V afunctiei v.

2. Pentru fiecare interval |; se considera
stencil-ul Si)= {l;}. Presupunénd cunoscut
stencil-ul pentru =2,...k,

S(i):{xj ,xj+1,...,xj+|}, pentru calculul Iui
S+1(i) se determina V[ Xj-1, Xj,...Xj+]] 9 V[X;,
Xj,...,Xj+|+1] S',

daca V[Xj_l, Xj,...,Xj+|] <= V[Xj, )q,...,Xj+|+1],
atunci S+1(1)=S(i) E {l;-1}

atfel S+1(1)=S() E {lj+1+1}

O modalitate aternativa de determinare a
urmatorului punct este a&eea de alegere a
vecinului s astfel Tncét:

[\/[Xsi—l’xq a---,X$+r_1]| = min{[\/[xl_l,...,xm_ l]|,i -r+1£1 £i}

Este utilizata apoi formula lui Newton pen
tru calculul polinomului pi(x), de grad k-1 pe
intervalul li satisfacénd conditia
P)=Vv()+O(DX").

Observatii

1. Cea ma buna aproximare a functiel v
pentru zonele de regularitate se obtine ale-
gand un stencil centrat.

2. Tn cazul unei functii cu cresteri lente, se
considera o adaptivitate inutila a agorit-
mului.

3. Procedura de alegere a stencil-ului utili-
zeaza multe structuri “if-then-else”, ceea ce
induce un agoritm ineficient.

4. Tn cadrul aceleiasi proceduri exista mai
multi candidati testati, dar unul singur va fi
ales. Daca se fixeaza un stencil, informatia
continuta in alte variante este pierduta.

5. Cele doua proceduri de alegere a stencil-
ului nu conduc la aceleas rezultate; se poate
face 0 alegere a stencil- ului astfel incét func-
tiainitiala sa nu aibe variatii minime.

Solutii posibile

1. Ansamblul de stencil-uri posibile poate fi
partgat in doua categorii: stencil-uri cu
probabilitate mare de selectare (stencil-uri
preferate) s stencil-uri care pot fi selectate
cu o probabilitate mica.

De exemplu, prima categorie poate contine
stencil-urile centrate, iar criteriul de alegere
este influentat de un parametru de deplasare
b. Adfel, testul V[Xj.1, X,...Xj+] <= VX,
Xj,...Xj+1+1] €ste inlocuit cu:

V[Xj-l, Xj,...,Xj+|] <b V[Xj, Xj,...,Xj+|+l] ) dacaxj
este mai mare decét cel mai din stanga punct
din stencil-ul preferat

BV[Xj-1, Xj,- - -Xj+1] < VX, Xj,...Xj+1+1] , Atfel.
Aceasta strategie permite un control optim
al erorii care se face in cazul unui stencil
neadecvat ales.

2. O dtrategie alternativa o constituie asoci-
erea cate unei ponderi fiecarui stencil candi-
dat pentru un interval dat I;. Astfel, multimii
de stencil- uri S(I): {Xi-ra---yxi-r+k-1}, r=0,...k-
1 i se asociaza multimea de ponderi w2 0,
k-1

é w =1.

r=0

Aceasta strategie permite obtinerea unei de-
pendente de date “mai continue” in proce-
dura de aegere a stencil-ului. Ponderile sunt
alese astfel incét sa constituie indicatori buni
asupra regularitatii functiei: au valori mari
Tn cazul stencil-urilor aes in regiunile de
regularitate ale functiel si valori mici altfel.
De exemplu, pot fi alese drept ponderi com
binatii lineare de diferente divizate: pentru
fiecare § ={X;.r,...X+} sunt calculate
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diferentele divizate, pe baza carora este

g (D [Vi+k+i- r ])2
IS, =

J

Q,)oﬂ

1=1 r-

Ponderea corespunzatoare stencil-ului este
definita conform relatiei:

w =§ —%—, undea|

Algoritmul de compresie/decompresie
utilizand predictorului WLMS
Algoritmul de compresie pe baza
predictorului WLMS utilizeaza urmatorii
vectori de informatie si operatori:

I. Vectorul de intrare VI R? reprezinta
valorile medii ale semnalului f pe intervale

degrilei detipul [275(i- 1).2ti].
I1. Operatorul de decimare D,* realizeaza
reducerea prin medie:

RS ]
(DE-lvk)i =V2'—2V2'+1, i =0,...,2“".

[11. Predictorul Pkk_l aplicat  vectorului
“decimat” v€! conduce la o aproximare a
vectorului v, astfel: (Pkk_ 1Vk'1)2t reprezinta
valoarea medie a polinomului de gradul 1l
obtinut prin metoda wims considerand 5

1

= I : unde[f[v J=vv

k .
B y4je1) ” V2(t+j)+

1+(\ 2t+j+1)

Fle S aWJ+[( J+t - p]+t) ' unde pj+t eSte

dat de relana

definit un indice de regularitate astfel:

j:,],k:I+r+1

j-roer

1

,k=0,...,r -
ie+ISj+k ]

puncte din vecinatatea lui vtk'1

k-1
: Vt+1| v, astfel.
Fie polinomul P =ax®+bx+cs p; media

acestui polinom pe intervalul [t, t+1],
t+1 t+1 t+1

p, =a ox’dt +b ¢xdt +c ¢pt. Metoda wims

(punctele

k-1 k-1 k-1
Vt-2 ! Vt-l ' Vt

revine la determinarea coeficientilor a, b, ¢

astfel Tncét awm( Vi - pjﬂ) sa fie mi-

nima.
Procedurade alegere a ponderi lor wj+t cores-

punzatoare punctelor VJH, j=-2,...,2, tine

cont de regularitatea functiei considerate pe
fiecare din intervaele [t+], t+j+1] (por
derea wj+¢ este mare daca intervalul nu
contine singularitati s mica altfel):

t+]

w
t+j ! Vvt+j -

2 S
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t+j+1 t+j+1

t+j+1

p..=a Odt+b ¢xdt+c (it not.aa,, +bb,, +cc,,.

t+]j t+]

t+]

Coeficientii a, b s ¢ sunt determinati din IS 95 1S .
sistemul: o g -0, adica
- fa Tb fc
i g 2 02 g _ 02 k-1
IIIaa \Nt+jat+j +ba VVt+jat+jbt+j tca \Nt+jat+jct+j =a \Nt+jat+jvt+j
T =2 j=2 j=-2 j=2
Ib £ b2 £ b 2 b - 4 b, vil
| a Wt+j t+]j +aa \Nt+jat+j t+] +Ca. VVt+j t+th+j - a VVt+j t+th+j
T i=2 j=-2 j=2 j=-2
I 2 2 2 2
. (] 2 + (] +b (] b _ 9 k-1
lCaVVt+th+j aa \Nt+jat+jct+j a\Nt+j t+th+j - a\Nt+th+th+j
1 j=-2 j=-2 j=-2 j=-2

V. Pragul utilizat in acest algoritm depinde
atat de nivelul de rezolutie k de la momentul
curent, cat s de vectorul de detalii curent:

x (k) =+/log,Var(X, ), unde X reprezinta

variabila deatoare a carei selectie este
disponibilain vectorul d*.

Imaginea deintrare

Precompresie de 50.60%
Eroarea medietotala este 1.71

Aplicarea acestui algoritm ca metoda de
precompresie a imaginilor realizeaza o
reducere cu  aproximativ. 50% a
dimensionalitatii. Algoritmul wims a fost
testat pe imagini cu 256 de nivele de gri de
la alb la negru (valori ae functiei cuprinse
intre 0 s 255), céteva din rezultatele
furnizate fiind prezentate Tn continuare.

I maginea obtinuta in urma decompresiei
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Precompresie de 47.61%
Eroarea medietotalaeste 1.74

Imaginea deintrare

Precompresie de 47.51%
Eroarea medietotala este 1.60
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Imagineadeintrare

Precompresie de 53.77%
Eroarea medietotala este 1.36
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