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Teoriariscului s aincertitudinii lalicenta
din mai 1999, specializarea Economie M atematica

Lect.dr. Laurentiu MODAN
Catedrade Matematica, A.S.E. Bucuresti

Tn anul 1999, la Facultatea de Cibernetica, Satistica si Informatica Economica din A.SE.
Bucuresti, au terminat cursurile studentii celel de a doua promotii a sectiei de Economie
Matematica, unica de acest gen in peisajul Tnvatamantului universitar romanesc. Printr-o mai
putin inspirata schimbare venita din partea Ministerului Educatiei Nationale, dar in
detrimentul specializarii ce-i ofera absolventului baza activitatii sale viitoare, licenta din mai
1999 a fost constituita doar din doua teze: Teorie Economica s Economia Asigurarilor.
Disciplinele matematice, ce reprezinta majoritatea cursurilor noii specializari, s-au regasit in
cea de-a doua teza. Prezentam in continuare, cele 8 subiecte grila, din capitolele cursului
Teoria Riscului si a Incertitudinii, pe care kam tinut pentru prima data in Romania,

Tncepand cu anul universitar 1996/1997.

1. Fie (X ()., , cererile unui proces Pois-son
compus-mixat. Atunci, pentru probabi-litatea
neconditionata P, (n)s  pentru  cea
conditionata p, (nq) , este adevarata relatia:

a) até n caz Polya, c& 9 1n caz Poisson,
ﬁk(n): M(pk (nQ));

b) in caz Polya, exigta probabilitatile p,q ce
depind de h > 039 n i1 N * adfd ca
[ (n) = Ct+h-1xphqk ;

c) incaz Polya, p,(n) s p,(nq) urmeszalegi
binomiale;

d) aé Tn caz Polya céa 9 Tn caz Poisson,
lim P (n) nu are sens;

€) in caz Polya, P, (n) nu admite exprimari
recurentente.

2. RezervaU, derisc, pe 1 an:

a) depinde liniar de probabilitatea de supra
Vvietuire

b) are margini ce nu depind de momentul de
ressigurare a; (M ) ;

c) In cazul oricarel retentii M, de reasi-gurare,
are marginea superioara dependenta parabolic
de y, ,prin
g(X) (.2 Y.
2/ -1k

Wz
d) pentru unele retentii M, de reasigurare, are
marginea superioara

e,  9XO) (2 )0 p.
M AYe - -1 1P
€) lafuzionareama multor companii, creste.

é
nge +

3. Fie vaiabila deatoare (X(t)),., a vaorii
cererilor unui proces de risc, cu densitatea de
repartitie fx(x):gxe'x,x3 0. Daca g 9
Fx sunt momentele de ordin j, respectiv
repatitialui X, iar N este repartitia une va-
riabile aleatoare N(0,1), atunci:
ak=12,P=2;

b) Fx nu admite aproximare Edgeworth;

c) Fx amite goroximare Edgeworth,
Fy (x)=2{- e *- xe'*)s derivata
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2, 5 20

d) k=1/4 9 F, admite goroximare Edge-
worth;

B-nay® 1 ey
e) k=2, P=4, N'¢ = e (ean)
g\/na2 = A2p

4. Tntr-un proces de risc cu timpul t>1, sol-
vabilitatea u:

a) contine o rezervaidedla s doi termeni care
sunt obligatoriu stochadtici, in toate ipotezele
de lucry;

b) are o medie ce nu contine factorizari ex-
plicite, datoratelui ry 9 rp;

c) ae limita medie e la t® ¥ , invers
proportionalacu 1-rigp;

d) are media exprimabila printr-o suma de 2
termeni, doar cand nu exigainflatie;

€) are media neinfluentata de factorii me-diului
economic, T timp ce dipersa sa este
influentata de acestia

5. Fie un proces de risc oarecare, cu timp
t3 0 .Atund:

a) prima G(t), de bonificatie, apare obliga-
toriulat > 1;

b) G(t)=k@+1)P(t)- X(t)] pentru k>0,
| >0siP (t)=(1- K )G(t), cand PR (t) este
prima de incarcare;

¢ P{t)=(+1)P{), cand P(t)ese prima
de risc, ca variabila degtoare asociata cere-
rilor X(t);

d) prima de acumulare B(t)este aceea i+
sorisa in contractul asigurat-asigurator, fi-ind

dgata de B()=—"U _ cnd c>o,
l'C'IB

lg>09 1t c+lg;

QR ()=t Bl 11 ).

6. Fie un proces de risc cu reasgurare.Daca
pentru suma ressigurata, M =2um., mo-

mentul a,(M) =1, iar S(z)i exp(2l ), cAnd
| >0, aunci:

all (Ini‘/f,l);

b) 11 [/2,1);

911 /3, n42);

9 ! gé Inl«-/Eg;
611 (3,2).

7. Tntr-un proces de asigurare a bunurilor, se
cunoaste ca repatitia vaorii cererilor in-

dividude ese x)=F2(x)——, unde
)= F* ()
F™ exprima repatitia vaiabile deatoare

ave, cand (V) sunt independente

k=1

identic repartizate, cu
@2 1 2%
€14 12 1/ 4y

Societatea se reasigura cu o retentie M< 3/2.

Daca a,(M)=M?2 - %In(1+ M), diind caln

2=0,6991In5=1,6, aunci:

a M =19 M=13/10;

b) M=1/2 s M1 (1/10, 1/5);

c) M=1/10;

d M1 (1/3,1/2);

€) nu exista vaori acceptabile pentru M.

8. O societate de asgurare ofera familia, la
decesul unui membru, fie 2000 u.m., fie 2000
um. Asgurarea se face pe un an, printr-un
proces in caz Poisson, cu X(t)i N(m;s).
Daca probabilitatea de rui-nare este
e=001(y, =232), daca incar-carea este
1/5 9§ exiga 100 polite, aunci, maximul
rezervel derisc, in sute, este:

a) 56; b)68; ¢)59; d)69; €)63.
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Grilaraspunsurilor corecte este:

1 b 5 d
2 C 6 a
3 C 7 e
4 C 8 b

Tn cele ce urmeaza, vom da citeva indica-tii
pentru rezolvarea celor 8 subiecte.

1. Tntr-un proces Poisson compus-mixa,
pentru variabilde destoare K(t)s Q(t) de
numarului de cereri, repectiv de functiel de
sructura, la timpul t3 0, cand k,nT N d
>0, se defineste probabilitatea necondi-

tionatax
P (n) =P(K(t) =k),
precum s probabilitatea conditionata:
pe(nd) = P(K (t)= K| Qt) £ ).
Tn cazul Polya, cand repartitia H, alui Q(t) ,
este o functie G incompleta, de for-ma:

1 M
H(q) = &lhgh) = == g 't™ tdt,
ah) &
Se poate arata ca exista probabilitatile:
h n
h)= , plh) = ,
plh) =——, p(h) = ——
adfd Incé:
Ek(n):(:E+|<-1xphqk .

2. Se pleaca de la ecuatiarezervel U, derisc,
latimp t £1 9 avand coeficientul de incarcare

| >0:

Yo -1
U =yes (X)+22—=g(X)s (X)- 1Py, > 1,
unde U, X § P sunt dependente de t,
(X (1)), reprezinta varisbila dedoare a
vaorii cererii totae, P(t) fiind prima de risc,
iar y, , solutia ecudie:

e=1- F(y,),

e desemnand probabilitatea de ruinare, de-
finita prin:

e=Pu<u.}),
pentru pragul deruinare U, .

Daca M>0 este valoarea impusa de ress-
gurare, pentru U se poate gas urmatoarea
margine superioara:
) ) .
U <Mgy, + L 2g(x)g- 1P,
e u
care depinde parabolic de vy, .

3. Pentru ca f, safiedendtate de reparti-tie,
Sseimpune ca

¥
O xe *dx =1, deci k = 2.
02
Atunci, repartitia este;
Fy (x)= of (t)dt=1- e*- xe™* .
0

Aproximarea Edgeworth exita doar cand
momentde  a,(" )il {1,234} sut finite

Observam ca
¥

a, —Ox xx e *dx = Ox'”e dx = (i +2)1,

( )|I {1,2,3, 4}ceea ce ne adgura ca re-
patitialui X ar puteafi cadculatas cu gu-torul
goroximarii Edgeworth.

Se cunoaste ca N'(x)= e 2, ded,
\[2p
(><-na1)2
0 -
N' gg( -1 o om, , ceea ce revi-
g, 5 2
nela
x-2n2
&-na 0 1 e T2n

8«/”5‘2 5 V2

4. Ecuatia solvahilitatii u, dependenta de timp,

Tntr-un proces de risc, evauat pe ma multi ani

(t>1)ester uft)=R(t)- f@Lt), unde
R(t) reprezinta limita idesla a rezervei de risc,
ainsa doar cand nu exista cereri, iar
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f (1,t) este cererea relativa, cumulata de la 1

lat.
Media solvabilitatii gpare ca urmare a lui
f(1,t), ca parte stochastica a cererilor. Ea

areforma:

m0)= Mult) =ul)r(0,t) +1 ér(t 1)+

(- c-14)x& fL- @+ 2 ))ok ek b),

t=1

unde u(0) este solvabilitatea la
Py

t=0,r(0t)=0r,0t) este randamentul
t=1

(raportul) impus de profit (i) , de cresterile
volumetrice (g), precum 9 de inflaie (P,
aparuta prin intermediul prime de risc P(t)),
iar 1,1, 9 ¢ sunt factorii de incar-care,
corespunzatori lui P(t), primel de acu-mulare
B(t) 9 respectiv chdtuidilor rda-tive, n timp
ce zt)reprezinta cidgul pe termen lung

t >1),iar
6 Ix (J)
D)= —
O (i)

j=1

araa efectul raménenii in urma, intre ce-rexile
X(t) s primele P(t) (dependente de timpul t).

Cand gt )<1, m,(t) are o oscilatie in ju-

rd unu nivel de echilbru, ce gpare pentru
z(t )= 0 , ceea ce impune lipsa cresterii prin
inflatie, r (), deci s lipsa cresterii prin
prima, r.f), adica D{)=1. Daca se
presupune s stationaritatea

Igp(t t) lgp(t ) = rigp’(" )[ 31,
trecand lalimita, se obtine:
imm,(t) =——=E, ,

t®Y¥ 1- rigp

ceea ce aratacala ¥ , mediaolvahilitati 2
dabilizeaza catre vaoarea E,,.

este functia auxiliara ce

5. Prima Tnscrisa in contractul dintre asigu-
rator S asigurat este cea de acumulare, notata
B(t) s nu aceea de risc, P(t). Cu gjutorul
factorului de incarcare | ; > 0, corespunzator
lu B(t), dar § d odui de chdltuidi cT (01),
exidardatia

P(t)=(- c- 14)Bt) c+1 51

6. Cum S(2)T exp(2l), inseamna ca
Sz)=1-e?%, (")z>0d | >0. Se cw

noaste ca
M
a,(M)= ozds(z)+ M(1- s(m)),
0
ceea ce in Studia problemd, revine la:

M
1= @l z& **dz+ Me?'™ |
0

sauechivdent: e?™ +2 - 1=
Studiem solutiile ecudtiel anterioare, cand M =
2 u.m., cu gutorul toremel Rolle. Notam:
f(l)=e* +2 -1, ded:
f'(1)=-4e" +2,
ecuatia f'(1 ) =0, avand radacina | _InTZ

Obseram ca aénzo 1 In2_1:

e4;ae 2

2 2 et +1
Atund, inseamnacal 1 (Ina‘/i,l).

7. Rezulta evident ca
el 3/2 2 5/2 3 40
V+V =
%1/16 1/4 1/4 18 1/4 1/165
deci repartitia S(x) este de forma:
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i 0 O£ x< 1
I x X
+16(1+x) EL
T xI & 2
T16(1+x) 82 @
::: Ox XT 50
=i161+x) " &'24
: 11x A 65 3o
i161+x) T 827
T 15X
! xT [34
: 16(1+ x) 1 [34)
i X x34
T 1+x

Momentul de ordin 2, Tn cazul ung ress-
gurari, se caculeazadin relatia

az(M)=“§x2ds(x)+M2(1- s(m)).

i) Presupunand ca x1 [0,1), atundi:
a,(M)=M2? d tindnd cont de ipoteza,

rezultaecuatia: M2 =M 2 - glln(1+M ),

cu solutia inacceptabila, M = 0.

i) Presupunand ca x1 El,gg,atunci ;
2

M 2 A ~
az(M)=i07\ X dz+ M2 2 M_u

16 O “ Mg ey
sau echivaent:
1é 1 u
az(M) ESM-“M +1-2In(1+M)H+
, M@
M23- — Y Tinand cont de i
3 16(1+M)u i

teza, rezulta ecuatia:

L& 2in(M +1) -

16 &

M 3
16(1+ M)
inacceptabileM =-1, M = 2.

Prin urmare, cde doua cazuri Sudiate ne
asgura ca nu exista valori acceptabile perttru
retentiaM < 3/2.

+1§+M2-

=M2- %In(M +1), cu solutiile

8. Asociind 1 1a 1000 u.m. s presupunand ca
probabilitatea de oferta a acestel sume, catre
familia decedatului, ese pi [01],
consdera urmatoarea variabilaa cere-rii:
2 9

gp 1- pg’
cu momentele al(x())_z- ps a,(X(t))
=4-3p.
Pentru ca X(t)1 N(ms ), iar procesul de
moddae ete in  cazul Poisson
(S(X(t)):O), ecuatia rezervel de risc la
t £1 devine:
U(t) = v.s (X(t)- I P(t), unde

S

(X(t) =+/na, .

Adfd:

Ut p)=232/4- 3p- 20(2- p),
U'p(t,p):zo-%, cu soluia p=
0,324.

Tabelul de variatie arezervel derisc U(t, p),
cafunctie dependenta de p, este urmatorul:

p 0 0,324
U, (t.p) T 0 -----
Utp ™ 2 6348 N

El ne arata camaximul rezerve derisc ete U
(0,324) = 6848 u.m..



