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Teoria riscului si a incertitudinii la licenta 
din mai 1999, specializarea Economie Matematica 

 
Lect.dr. Laurentiu MODAN 

Catedra de Matematica, A.S.E. Bucuresti 
 
 
În anul 1999, la Facultatea de Cibernetica, Statistica si Informatica Economica din A.S.E. 
Bucuresti, au terminat cursurile studentii celei de a doua promotii a sectiei de Economie 
Matematica, unica de acest gen în peisajul învatamântului universitar românesc. Printr-o mai 
putin inspirata schimbare venita din partea Ministerului Educatiei Nationale, dar în 
detrimentul specializarii ce-i ofera  absolventului baza activitatii sale viitoare, licenta din mai 
1999 a fost constituita doar din doua teze: Teorie Economica si Economia Asigurarilor. 
Disciplinele matematice, ce reprezinta majoritatea cursurilor noii specializari, s-au  regasit în 
cea de-a doua teza. Prezentam în continuare, cele 8 subiecte grila, din capitolele cursului 
Teoria Riscului si a Incertitudinii, pe care l-am tinut pentru prima data în Romania, 
începând cu anul universitar 1996/1997. 
 
1. Fie ( )( ) 0≥ttX , cererile unui proces Pois-son 
compus-mixat. Atunci, pentru probabi-litatea 
neconditionata ( )npk si pentru cea 
conditionata ( )nqpk , este adevarata relatia: 
a) atât în caz Polya, cât si în caz Poisson, 

( ) ( )( )nqpMnp kk = ; 
b) în caz Polya, exista probabilitatile p,q ce 
depind de h > 0 si n ∈ N *, astfel ca 

( ) khk
hkk qpnp C ⋅= −+ 1 ; 

c) în caz Polya, ( )npk si ( )nqpk urmeaza legi 
binomiale; 
d) atât în caz Polya, cât si în caz Poisson, 

( )npk
h ∞→
lim nu are sens; 

e) în caz Polya, ( )npk nu admite exprimari 
recurentente. 
 
2. Rezerva U, de risc, pe 1 an: 
a) depinde liniar de probabilitatea de supra-
vietuire; 
b) are margini ce nu depind de momentul de 
reasigurare ( )Ma j ; 

c) în cazul oricarei retentii M, de reasi-gurare, 
are marginea superioara dependenta parabolic 
de εy , prin 

( )( ) ( )



 −+ 1

6
2
εε

γ
y

tX
yM ; 

d) pentru unele retentii M, de reasigurare, are 
marginea superioara: 

( )( ) ( ) Py
tX

yM λ
γ

εε −



 −− 1

6
2 ; 

e) la fuzionarea mai multor companii, creste. 
 
3. Fie variabila aleatoare ( )( ) 0≥ttX a valorii 
cererilor unui proces de risc, cu densitatea de 

repartitie ( ) 0,
2

≥= − xxe
k

xf x
X . Daca aj si 

FX  sunt momentele de ordin j, respectiv 
repartitia lui X, iar N este repartitia unei va-
riabile aleatoare ( )1,0N , atunci: 
a) 2,2/1 == Pk ; 
b) FX  nu admite aproximare Edgeworth; 

c) FX  admite aproximare Edgeworth, 
( ) ( )xx

X xeexF −− −−= 12 si derivata 
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d) 4/1=k si XF admite aproximare Edge-
worth; 

e) k=2, P=4, ( )24

2

1
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1
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4. Într-un proces de risc cu timpul t>1, sol-
vabilitatea u: 
a) contine o rezerva ideala si doi termeni care 
sunt obligatoriu stochastici, în toate i-potezele 
de lucru; 
b) are o medie ce nu contine factorizari ex-
plicite, datorate lui rX  si rP; 
c) are limita mediei sale, la ∞→t , invers 
proportionala cu 1-rigp; 
d) are media exprimabila printr-o suma de 2 
termeni, doar când nu exista inflatie; 
e) are media neinfluentata de factorii me-diului 
economic, în timp ce dispersia sa es-te 
influentata de acestia. 
 
5. Fie un proces de risc oarecare, cu timp 

0≥t  . Atunci: 
a) prima ( )tG , de bonificatie, apare obliga-
toriu la t > 1; 
b) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tXtPktG −+= λ1  pentru 0>k , 

0>λ si ( ) ( ) ( )tGktP λλ −= 1 , când ( )tPλ  este  
prima de încarcare; 
c) ( ) ( ) ( )tPtP λλ += 1 , când ( )tP este prima 
de risc, ca variabila aleatoare asociata cere-
rilor ( )tX ; 
d) prima de acumulare ( )tB este aceea în-
scrisa în contractul asigurat-asigurator, fi-ind 

data de ( ) ( )
Bc

tP
tB

λ−−
=

1
, când 0>c , 

0>Bλ si Bc λ+≠1 ; 

e) ( ) ( ) ( )tBctP −= 1λ si 
( )
( )tB
tP

B
λ

λ
λ

λ ⋅
+

≠
1

. 

 

6. Fie un proces de risc cu reasigurare.Daca 
pentru suma reasigurata, u.m.2=M , mo-
mentul ( ) 11 =Ma  , iar ( ) ( )λ2exp∈zS , când 

0>λ , atunci: 

a) ( )1,2ln 4∈λ ; 
b) ( )1,2/1∈λ ; 

c) ( )4 2ln,3/1∈λ ; 

d) 









∈

4 2ln
1

,2λ ; 

e) ( )2,3/1∈λ . 
 
7. Într-un proces de asigurare a bunurilor, se 
cunoaste ca repartitia valorii cererilor in-

dividuale este ( ) ( )
x

x
xFxS

+
=

1
*2 , unde 

*nF exprima repartitia variabilei aleatoare 

∑
=

n

k
kV

1
, când ( ) nkkV ,1= sunt independente si 

identic repartizate, cu:  









4/12/14/1

212/1
:V . 

Societatea se reasigura cu o retentie M< 3/2. 

Daca ( ) ( )MMMa +−= 1ln
8
12

2 ,  stiind ca ln 

2= 0,69 si ln 5 = 1,6 , atunci: 
a) 1=M si M = 13/10; 
b) 2/1=M si ( )5/1,10/1∈M ; 
c) 10/1=M ; 
d) ( )2/1,3/1∈M ; 
e) nu exista valori acceptabile pentru M. 
 
8. O societate de asigurare ofera familiei, la 
decesul unui membru, fie 1000 u.m., fie 2000 
u.m. Asigurarea se face pe un an, printr-un 
proces în caz Poisson, cu ( ) ( )σ,mNtX ∈ . 
Daca probabilitatea de rui-nare este 

( )32,201,0 == εε y ,  daca încar-carea este 
1/5 si exista 100 polite, atunci, maximul 
rezervei de risc, în sute, este: 
a) 56;   b) 68;   c) 59;   d) 69;   e) 63. 
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Grila raspunsurilor corecte este: 
 

1 b 5 d 
2 c 6 a 
3 c 7 e 
4 c 8 b 

În cele ce urmeaza, vom da câteva indica-tii 
pentru rezolvarea celor 8 subiecte. 
 
1. Într-un proces Poisson compus-mixat, 
pentru variabilele aleatoare ( )tK si ( )tQ ale 
numarului de cereri, respectiv ale functiei de 
structura, la timpul 0≥t , când ∈nk , N si 
q>0, se defineste probabilitatea necondi-
tionata: 

( ) ( )( )ktKPnpk == , 
precum si probabilitatea conditionata: 

( ) ( ) ( )( )qtQktKPnqpk ≤== . 

În cazul Polya, când repartitia H, a lui ( )tQ , 
este o functie Γ incompleta, de for-ma: 

( ) ( )
( ) ∫ −−

Γ
=Γ=

hq
ht dtte

h
hhqqH

0

11
, , 

se poate arata ca exista probabilitatile: 

( )
hn

h
hp

+
= , ( )

hn
n

hp
+

= , 

astfel încât: 
( ) khk

khk qpnp C ⋅= −+ 1 . 

 
2. Se pleaca de la ecuatia rezervei U, de risc, 
la timp 1≤t si având coeficientul de încarcare 

0>λ : 

( ) ( ) ( ) 1,
6

12

≥−
−

+= ε
ε

ε λσγσ yPXX
y

XyU , 

unde U, X si P sunt dependente de t, 
( )( ) 0≥ttX reprezinta variabila aleatoare a 

valorii cererii totale, ( )tP  fiind prima de risc, 
iar εy , solutia ecuatiei: 

( )εε yF−= 1 , 

ε desemnând probabilitatea de ruinare, de-
finita prin: 

{ }( )rUUP <=ε , 
pentru pragul de ruinare rU . 
Daca M>0 este valoarea impusa de reasi-
gurare, pentru U se poate gasi urmatoarea 
margine superioara: 

( ) PX
y

yMU λγε
ε −







 −
+<

6
12

, 

care depinde parabolic de εy . 
 
3. Pentru ca Xf sa fie densitate de reparti-tie, 
se impune ca: 

∫
∞

− =
0

1
2

dxxe
k x , deci k = 2. 

Atunci, repartitia este: 

( ) ( )∫ −− −−==
x

xx
X xeedttfxF

0

1  . 

Aproximarea Edgeworth exista doar când 
momentele ( ) { }4,3,2,1, ∈∀ ia i sunt finite. 
Observam ca: 

( )∫ ∫
∞ ∞

−+− +==⋅⋅=
0 0

1 ,!1idxexdxexxa xixi
i  

( ) { }4,3,2,1∈∀ i ceea ce ne asigura ca re-
partitia lui X ar putea fi calculata si cu aju-torul 
aproximarii Edgeworth. 

Se cunoaste ca: ( ) 2

2
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1
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, ceea ce revi-
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4. Ecuatia solvabilitatii u, dependenta de timp, 
într-un proces de risc, evaluat pe mai multi ani 
( )1>t este: ( ) ( ) ( )tftRtu ,1−= , unde 

( )tR reprezinta limita ideala a rezervei de risc, 
atinsa doar când nu exista cereri, iar 
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( )tf ,1 este cererea relativa, cumulata de la 1 
la t. 
Media solvabilitatii apare ca urmare a lui 

( )tf ,1 , ca parte stochastica a cererilor. Ea 
are forma: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ++== ∑
=

t

u trtrutuMt
1

,,00
τ

τλµ

( ) ( )( ) ( )[ ] ( ),,111
1

∑
=

+−⋅−−
t

B trDzc
τ

τττλ  

unde ( )0u este solvabilitatea la  

( ) ( )∏
=

==
t

igprtrt
1

,0,0,0
τ

τ  este randamentul 

(raportul) impus de profit ( )i , de cresterile 
volumetrice (g), precum si de inflatie (P, 
aparuta prin intermediul primei de risc P(t)), 
iar Bλλ, si c sunt factorii de încar-care, 
corespunzatori lui P(t), primei de acu-mulare 
B(t) si respectiv cheltuielilor rela-tive, în timp 
ce ( )τz reprezinta ciclajul pe termen lung 
( )1>τ , iar 

 ( )
( )

( )∏

∏

=

== τ

τ

τ

1

1

j
P

j
X

jr

jr
D este functia auxiliara ce 

arata efectul ramânerii în urma, între ce-rerile 
( )tX si primele P(t) (dependente de timpul t). 

Când ( ) 1<τigpr , ( )tuµ are o oscilatie în ju-

rul unui nivel de echilbru, ce apare pentru 
( ) 0=τz , ceea ce impune lipsa cresterii prin 

inflatie, ( )τXr , deci si lipsa cresterii prin 
prima, ( )τPr , adica ( ) 1=τD . Daca se 
presupune si stationaritatea : 

( ) ( ) ( ) 1,, ≥∀== τττ igpigpigp rrtr , 

trecând la limita, se obtine: 

( ) u
igp

ut
E

r
t =

−
=

∞→ 1
lim

λ
µ , 

ceea ce arata ca la ∞ , media solvabilitatii se 
stabilizeaza catre valoarea Eu. 

 

5. Prima înscrisa în contractul dintre asigu-
rator si asigurat este cea de acumulare, notata 

( )tB si nu aceea de risc, ( )tP . Cu ajutorul 
factorului de încarcare 0>Bλ , corespunzator 
lui ( )tB , dar si al celui de cheltuieli ( )1,0∈c , 
exista relatia: 

( ) ( ) ( ) 1,1 ≠+−−= BB ctBctP λλ . 
 
6. Cum ( ) ( )λ2exp∈zS , înseamna ca 

( ) zezS λ21 −−= , ( ) 0>∀ z si 0>λ . Se cu-
noaste ca: 

( ) ( ) ( )( )∫ −+=
M

MSMzzdSMa
0

1 1 , 

ceea ce în situatia problemei, revine la: 

∫ −− +=
M

Mz Medzze
0

2221 λλλ , 

sau echivalent: 0122 =−+− λλMe . 
Studiem solutiile ecuatiei anterioare, când M = 
2 u.m., cu ajutorul toremei Rolle. Notam: 

( ) 124 −+= − λλ λef , deci: 

( ) 24' 4 +−= − λλ ef , 

ecuatia ( ) 0' =λf , având radacina 
4
2ln=λ . 

Obseram ca =−+=





 1

2
2ln1

4
2ln

2lne
f  

0
2
1

2
2ln

<− , si ca ( ) 0
1

1
1

4
>

+
=

e
f . 

 Atunci, înseamna ca ( )1,2ln 4∈λ . 
 
7. Rezulta evident ca: 









=+

16/14/18/14/14/116/1
432/522/31

VV

deci repartitia  ( )xS  este de forma: 
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
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
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xS  

 
Momentul de ordin 2, în cazul unei reasi-
gurari, se calculeaza din relatia: 

( ) ( ) ( )( )∫ −+=
M

MSMxdSxMa
0

22
2 1 . 

i) Presupunând ca [ )1,0∈x , atunci: 

( ) 2
2 MMa =  si tinând cont de ipoteza, 

rezulta ecuatia: ( )MMM +−= 1ln
8
122 , 

cu solutia inacceptabila, M = 0. 

ii) Presupunând ca 




∈

2
3

,1x , atunci : 

( )
( ) ( )∫ 








+

−+
+

=
M

M
M

Mdz
x

x
Ma

0

2
2

2

2 116
1

116
1  

sau echivalent: 

( ) ( ) +



 +−+

+
−= M

M
MMa 1ln21

1
1

16
1

2

( )







+

−
M

M
M

116
12 . Tinând cont de ipo-

teza, rezulta ecuatia: 

( ) −+



 +

+
−+− 21

1
1

1ln2
16
1

M
M

MM  

( ) ( )1ln
8
1

116
2

3

+−=
+

MM
M

M
, cu solutiile 

inacceptabile M = -1, M = 2. 
Prin urmare, cele doua cazuri studiate ne 
asigura ca nu exista valori acceptabile pen-tru 
retentia M < 3/2. 
 
8. Asociind 1 la 1000 u.m. si presupunând ca 
probabilitatea de oferta a acestei sume, catre 
familia decedatului, este [ ]1,0∈p , vom 
considera urmatoarea variabila a cere-rii: 

( ) 







− pp

tX
1

21
: , 

cu momentele ( )( ) ptXa −= 21 si ( )( )tXa2  
p34 −= . 

Pentru ca ( ) ( )σ,mNtX ∈ , iar procesul de 
modelare este în cazul Poisson 

( )( )( )0 =tXσ , ecuatia rezervei de risc la 
1≤t devine: 

( ) ( )( ) ( )tPtXytU λσε −= , unde  

( )( ) 2natX =σ . 

Astfel: 
( ) ( )ppptU −−−= 220342,23, , 

( ) ,
34
8,34

20,'
p

ptU p
−

−=  cu solutia p= 

0,324. 
Tabelul de variatie a rezervei de risc ( )ptU , , 
ca functie dependenta de p, este urmatorul: 

( )ptU p ,'

p 0 0,324 1

0

6848( )ptU ,

+ + + + - - - - -

ì î  
El ne arata ca maximul rezervei de risc este U 
(0,324) = 6848 u.m.. 

 


